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2021-2022 学年第一学期 强基计划（数学类）
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2 一阶线性方程

2.1 线性方程

方程 1 (线性方程).

y′ + p(x)y = g(x).

解法. (
ye−

∫
p(x)dx

)′
= (y′ + p(x)y) e−

∫
p(x)dx = g(x)e−

∫
p(x)dx

=⇒ y = e
∫
p(x)dx

(
C +

∫
g(x)e−

∫
p(x)dxdx

)
.

方程 2 (Bernoulli 方程).

dy
dx + P (x)y = Q(x)yn (n ̸= 0, 1).

dy
dx + P (x)y = Q(x)yn

=⇒ y−n
dy
dx + P (x)y1−n = Q(x)

z=y1−n

==========⇒
dz
dx=(1−n)y−n dy

dx

dz
dx + (1− n)P (x)z = (1− n)Q(x) (线性方程).

2.2 变量可分离方程

方程 3 (变量可分离方程).
dy
dx =

f(x)

g(y)
.

解法.

dy
dx =

f(x)

g(y)
=⇒ g(y)dy = f(x)dx =⇒

∫
g(y)dy =

∫
f(x)dx.

方程 4 (齐次方程).
dy
dx = F (

y

x
).

解法.

dy
dx = F (

y

x
)

z= y
x===⇒ dy

dx = z + x
dz
dx = F (z) (变量可分离方程).
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方程 5 (可化为齐次方程的方程).

dy
dx = f(

ax+ by + c

a1x+ b1y + c1
).

解法. 当 c = c1 = 0 时，此方程就是齐次方程.

当 c2 + c21 ̸= 0 且 ∆ =

∣∣∣∣∣∣ a b

a1 b1

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 时，二元方程组

ax+ by + c = 0

a1x+ b1y + c1 = 0

有唯一解 x = α，y = β，令 x = ξ + α，y = η + β，方程可化为齐次方程

dη
dξ =

aξ + bη

a1ξ + b1η
.

当 c2 + c21 ̸= 0 且 ∆ =

∣∣∣∣∣∣ a b

a1 b1

∣∣∣∣∣∣ = 0，则存在实数 λ 使得

a1 = λa, b1 = λb 或 a = λa1, b = λb1,

不妨设是前者，令 z = ax+ by，则

dz
dx = a+ b

dy
dx = a+ bf(

z + c

λz + c1
).

方程 6 (特殊方程).
dy
dx = f(ax+ by + c).

解法.

dy
dx = f(ax+ by + c)

z=ax+by
=====⇒ dz

dx = a+ bf(z + c) (变量可分离方程).

2.3 全微分方程

方程 7 (全微分方程).

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0,

满足 ∂M
∂y

= ∂N
∂x
或存在 F (x, y) 使得 dF (x, y) =M(x, y)dx+N(x, y)dy.
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解法. 设 F (x, y) =

∫
M(x, y)dx+ φ(y)，则

dF (x, y) =M(x, y)dx+ ∂

∂y

(∫
M(x, y)dx

)
dy + φ′(y) =M(x, y)dx+N(x, y)dy,

解得 φ(y)，带入 F (x, y) 中，则方程的通解为

F (x, y) = C.

方程 8 (存在仅依赖于 x 的积分因子的微分方程).

M(x, y)dx+N(x, y)dy,

满足
∂M
∂y

− ∂N
∂x

N
仅与 x 有关.

解法. 积分因子为

µ(x) = exp
(∫ ∂M

∂y
− ∂N

∂x

N
dx
)
,

此时方程

µ(x)M(x, y)dx+ µ(x)N(x, y)dy = 0

是全微分方程.

方程 9 (存在仅依赖于 y 的积分因子的微分方程).

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0,

满足
∂N
∂x

− ∂M
∂y

M
仅与 y 有关.

解法. 积分因子为

µ(y) = exp
(∫ ∂N

∂x
− ∂M

∂y

M
dy
)
,

此时方程

µ(y)M(x, y)dx+ µ(y)N(x, y)dy = 0

是全微分方程.

注记. 以上两种方程的求解公式过于复杂，考试时建议自行推导求解公式，以下给出方

程8 解法的公式推导：
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设 µ(x) 是微分方程

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

的积分因子，则
∂(µM)

∂y
=
∂(µN)

∂x
=⇒ µ

∂M

∂y
= µ

∂N

∂x
+ µ′N,

解 µ 关于 x 的一阶线性方程可得方程8 的求解公式.

解法 (常用积分因子). 方程

xdy − ydx = 0.

的常见积分因子为
1

xy
,

1

x2 + y2
,

1

x2 − y2
，因为

xdy − ydx =xyd
(

log |y
x
|
)
,

=(x2 + y2)d
(

arctan
(
1 +

y

x

))
,

=(x2 − y2)d
(
1

2
log |x+ y

x− y
|
)
,

当微分方程中出现 xdy − ydx 时，可以尝试上述三式.

方程 10 (分组求积分因子).

(x3y − 2y2)dx+ x4dy = 0.

解法. 首先将方程分组为

(x3ydx+ x4dy)− 2y2dx = 0,

利用积分因子分别求解两组的通积分可得

x3ydx+ x4dy = x3d(xy), y2dx = y2dx,

从而

x3d(xy) = 2y2dx =⇒ 1

(xy)2
d(xy) = 2

x5
dx,

对右侧等式两边积分可得方程的通解.
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2.4 变量替换法

本节主要凭借观察，无具体的通用解法.

方程 11 (Riccati 方程).
dy
dx = P (x)y2 +Q(x)y +R(x).

解法. 若知道方程的一个特解 y = ϕ(x)，则令 y = z + ϕ(x) 可得

dy
dx =

dz
dx + ϕ′(x) = P (x)(z + ϕ(x))2 +Q(x)(z + ϕ(x)) + R(x),

由于 y = ϕ(x) 是一个解，带入消去相关项后得

dz
dx = (2P (x)ϕ(x) +Q(x))z + P (x)z2 (Bernoulli 方程).

2.5 一阶隐式微分方程

方程 12 (可解出 y 的方程).

y = f(x, y′).

解法. 引进参数 p = y′，则方程变为

y = f(x, p),

将上式两边同时对 x 求导，得

p = y′ =
∂f(x, p)

∂x
+
∂f(x, p)

∂p
· dp

dx,

此时方程转化为关于 p 和 x 的显式微分方程，如果可以求出上述方程的通解

p = φ(x, c), c为常数,

则带入可得原方程的通解

y = f(x, φ(x, c)).

注记. 不要直接对 p 求积分得到 y，以免引入多余的常数量.

方程 13 (可解出 x 的方程).

x = f(y, y′).
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解法. 注意到

y′ =
dy
dx =

(
dx
dy

)
,

故只需将 x 看作关于 y 的函数，然后便可视为方程12 求解.

方程 14 (Clairaut 方程).

y = xy′ + φ(y′),

其中 φ(z) 二阶连续可微且 φ′′(z) ̸= 0.

解法. 令 y′ = p 并对 x 求导得

p = p+ x
dp
dx + φ′(p)

dp
dx

=⇒ (x+ φ′(p))
dp
dx = 0,

当
dp
dx = 0 时，有 p = C，因此通解为

y = Cx+ φ(C),

当 x+ φ′(p) = 0 时，有特解 x = −φ′(p)

y = −φ′(p)p+ φ(p)

.

注记. 有时为了方便起见，可以用 x = f(p)

y = g(p)

来表示方程的通解，这里的 p 被看作自由变动的常数，而非因变量 y 关于自变量 x 的

导函数，这种表示方法实质上是一个参数方程.

方程 15 (不显含 x 或 y 的方程).

F (y, y′) = 0 或 F (x, y′) = 0.

解法. 右侧方程可以使用方程13 中的方法转化为左侧方程，因此只讨论不显含 x 的方

程的解法.
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引进参数 p = y′，则方程变为

F (y, p) = 0,

引入参数 t 将上式用参数曲线表示为 y = ψ(t), p = h(t)，由参数的微分法知

h(t) = p = y′ =
dy
dx =

ψ′(t)

φ′(t)
,

故

φ′(t) =
ψ′(t)

h(t)
=⇒ φ(t) =

∫
ψ′(t)

h(t)
dt+ C,

于是方程的解为 x =
∫ ψ′(t)

h(t)
dt+ C,

y = ψ(t).

注记. 方程15 的解法过于抽象，以下给出一个例子：

x
√
1 + (y′)2 = y′.

解：令 y′ = tan t, t ∈ (−π
2
,
π

2
)，则 x = sin t，由于

dy = y′dx = tan t cos tdt = sin tdt,

故积分可得

y =

∫
sin tdt = − cos t+ C,

故原方程参数形式的通解为 x = sin t

y = − cos t+ C

,

消去参数 t，得到通解为

x2 + (y − C)2 = 1.

3 二阶及高阶微分方程

3.1 可降解的高阶方程

方程 16 (不显含未知函数 x 的方程).

F (t, x(k), x(k+1), · · · , x(n)) = 0.
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解法. 令 x(k) = y，则

F (t, y, y′, · · · , yn−k) = 0,

降解后的方程如果可求解，将解

x(x) = y = φ(t, c1, c2, · · · , cn−k)

求积分可得原方程的解.

方程 17 (不显含自变量 t 的方程).

F (x, x′, · · · , x(n)) = 0.

解法. 用 y = x′ 作为新的未知函数，而把 x 当作新的自变量，则

dx
dt = y,

d2x

dt2 =
dy
dt =

dy
dx · dx

dt = y
dy
dx,

d3x

dt3 =
d
(
y dy

dx
)

dx · dx
dt = y

(
dy
dx

)2

+ y2
d2y

dx2 ,

用数学归纳法易得，x(k) 可用 y,
dy
dx, · · · ,

dk−1y

dxk−1
(k ≤ n) 表出，将这些表达式带入原方程

可得

F

(
x, y, y

dy
dx, y

(
dy
dx

)2

+ y2
d2y

dx2 , · · ·
)

= 0,

即有新方程

G

(
x, y,

dy
dx, · · · ,

dn−1y

dxn−1

)
= 0.

注记. 新方程比原方程降低了一阶.

方程 18 (全微分方程和积分因子).

F

(
t, x,

dx
dt , · · · ,

dnx
dtn

)
= 0

, 其中左端是某个与 n− 1 阶导数有关的表达式

Φ

(
t, x,

dx
dt , · · · ,

dn−1x

dtn−1

)
对 t 的全导数，即

F

(
t, x,

dx
dt , · · · ,

dnx
dtn

)
=

d
dtΦ

(
t, x,

dx
dt , · · · ,

dn−1x

dtn−1

)
,

此时称该方程为全微分方程.
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解法. 显然方程

Φ

(
t, x,

dx
dt , · · · ,

dn−1x

dtn−1

)
= c1

是 n− 1 阶的，只需求出上述方程的解就可以得到原方程的解.

注记. 有时方程18 本身不是全微分方程，但乘以一个适当的因子

µ

(
t, x,

dx
dt , · · · ,

dn−1x

dtn−1

)
后能成为全微分方程，此时就称 µ 为方程的积分因子，下面是一个例子：

x
d2x

dt2 −
(

dx
dt

)2

= 0.

解：积分因子为 µ =
1

x2
，此时，

d
dt

(
1

x
· dx

dt

)
=

1

x
· d2x

dt2 − 1

x2

(
dx
dt

)2

= 0

=⇒ 1

x
· dx

dt = c1 =⇒ x = c2e
c1t.

3.3 线性齐次常系数方程

方程 19 (常系数齐次线性方程).

dnx
dtn + a1

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dt
dx + anx = 0.

解法. 记

F (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0

为常系数线性齐次方程的特征方程，它有 n 个根 λ1, · · · , λn，每个根对应方程的一个

解，以下分情况讨论：

若 λj 是实单根，则方程的一个解为

eλjt,

若 λj 是负单根，记 λj = α + iβ，由于 F (λ) 为实多项式，故 λj = α − iβ 也是一

个负单根，从而方程的两个解为

e(α+iβ)t = eαt(cos βt+ i sin βt),

e(α−iβ)t = eαt(cos βt− i sin βt),
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从而对应的两个实值解为

eαt cos βt, eαt sin βt,

若 λj 是 k 重根，则对应的 k 个解为

eλjt, teλjt, · · · , tk−1eλjt,

若 λj 是 k 重复根，则 λj 也是 k 重复根，沿用复单根情况时使用的记号，则它们

对应的 2k 个解为

eαt cos βt, teαt cos βt, · · · , tk−1eαt cos βt,

eαt sin βt, teαt sin βt, · · · , tk−1eαt sin βt,

综合以上四种情况，可以得到方程的 n 个线性无关的解

x1, x2, · · · , xn,

则方程的通解为

x = c1x1 + · · ·+ cnxn.

方程 20 (Euler 方程).

tn
dnx
dtn + a1t

n−1dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1t

dx
dt + anx = 0.

解法. 令 t = eu，记 D =
d
du，下面用数学归纳法证明

tk
dkx
dtk = D(D − 1) · · · (D − k + 1)x.

当 k = 1 时，

t
dx
dt = eu

dx
dt =

dt
du · dx

dt =
dx
du = Du,

若命题对 k 成立，则

tk+1dk+1x

dtk+1
= tk+1 d

dt

(
dkx
dtk

)
= tk+1 d

dt

(
1

tk
D(D − 1) · · · (D − k + 1)x

)
= tk+1

(
− k

tk+1
D(D − 1) · · · (D − k + 1)x+

1

tk
D2(D − 1) · · · (D − k + 1)x

)
= D(D − 1) · · · (D − k + 1)(D − k)x,

因此换元后方程化为常系数齐次线性方程.
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注记. 教材中并未给出换元后方程的具体形式（也即数学归纳法的部分）.

方程 21 (降阶法).

x(n) + a1(t)x
(n−1) + · · ·+ an(t)x = 0,

已知 x = x1(t) 是方程的解.

解法. 令 x = x1(t)y，得方程

y(n) + b1(t)y
(n−1) + · · ·+ bn(t)y = 0,

由于 x = x1(t) 是原方程的解，所以 y = 1 是新方程的解，带入得 bn(t) = 0，因此新方

程为

y(n) + b1(t)y
(n−1) + · · ·+ bn−1(t)y

′ = 0,

令 u = y′ 可将方程降低为 n− 1 阶.

注记. 特别地，当二阶方程降阶为一阶方程后就可求出与 x1(t) 线性无关的解

x2(t) = x1(t)

∫
e−

∫
a1(t)dt

x21
dt.

3.4 线性非齐次常系数方程

方程 22 (待定系数法).

L[x] =
d2x

dt2 + p
dx
dt + qx = f(t),

其中 f(t) 是指数、正余弦或多项式.

解法. 当 f(t) = b0 + b1t+ · · ·+ bnt
n 时，可取特解形式为

φ(t) =


B0 +B1t+ · · ·+Bnt

n, q ̸= 0,

t(B0 +B1t+ · · ·+Bnt
n), q = 0, p ̸= 0,

t2(B0 +B1t+ · · ·+Bnt
n), q = 0, p = 0,

带入方程并比较同次幂的系数可求得特解 φ(t)，

当 f(t) = (b0 + b1t+ · · ·+ bnt
n)eαt 时，令 x(t) = eαty(t) 可得

d2y

dt2 + (2α + p)
dy
dt + (α2 + pα + q)y = b0 + b1t+ · · ·+ bnt

n,
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使用上一种情况的方法可求得特解，

当 f(t) = (A(t) cos βt+B(t) sin βt)eαt(A(t), B(t) 为多项式) 时，由 Euler 公式可得

x′′ + px′ + qx =
A(t)− iB(t)

2
e(α+iβ)t +

A(t) + iB(t)

2
e(α−iβ)t,

记 f1(t) =
A(t)− iB(t)

2
e(α+iβ)t，则 f(t) = f1(t) + f1(t)，使用上一种情况的方法求得方

程

x′′ + px′ + qx = f1(t)

的一个复特解 φ1(t)，则 φ1(t) 是方程

x′′ + px′ + qx = f1(t)

的一个复特解，故由解的叠加原理可知，

φ(t) = φ1(t) + φ1(t) = Reφ1(t)

是原方程的一个实特解，

使用方程19 的解法得到对应齐次方程的解 ϕ(t, c1, · · · , cn)，则方程的通解为

x = ϕ(t, c1, · · · , cn) + φ(t).

注记. 解的叠加定理：设 φ1(t) 和 φ2(t) 分别是方程

L[x] = f1(t) 和 L[x] = f2(t)

的特解，则 φ1(t) + φ2(t) 是方程

L[x] = f1(t) + f2(t)

的特解.

4 微分方程组

4.1 微分方程组的概念

方程 23 (高阶微分方程的微分方程组形式).

y(n) = f(x, y, y′, · · · , y(n−1)).
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解法. 令 y = y1, y
′ = y2, · · · , y(n−1) = yn，则上式可化为微分方程组

y′1 = y2,

y′2 = y3,

· · · · · · · · · · · · · · ·

y′n−1 = yn,

y′n = f(x, y, y′, · · · , y(n−1)),

因此第三章的方程大都可以用本章的方法解决.

4.2 微分方程组的消元法和首次积分法

方程 24 (消元法). y
′
1 = 3y1 − 2y2,

y′2 = 2y1 − y2

.

解法. 逐个消去一些未知函数化为高阶方程求解，最后再代回得到方程组的解.

保留 y2 消去 y1 得

y1 =
1

2
(y′2 + y2) ,

对上式两边关于 x 求导，则

y′1 =
1

2
(y′′2 + y′2),

带入原方程组消去 y′1 可得

y′′2 − 2y′2 + y2 = 0,

求得以上线性齐次微分方程的通解

y2 = (c1 + c2x)e
x,

再带入后得到

y1 =
1

2
(2c1 + c2 + 2c2x)e

x.

注记. 不要将通解 y2 带入

y′1 = 3y1 − 2y2,

并求上述高阶微分方程的解，因为这样既增加了计算量，也引入了多余的常数量 c3.
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方程 25 (微分算子法). 定义微分算子 D =
d
dt，算子多项式为

L = Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an−1D + an,

试求方程组 L1x1 + L2x2 = g1(t),

L3x1 + L4x2 = g2(t).

解法. 用算子 L3 作用于第一个方程的两边，用算子 L1 作用于第二个方程的两边，得L3L1x1 + L3L2x2 = L3g1(t),

L1L3x1 + L1L4x2 = L1g2(t),

由上面的第二个方程减去第一个方程得

(L1L4 − L3L2)x2 = L1g2(t)− L3g1(t),

这是仅依赖于 x2 的一个高阶微分方程，可使用第三章方法求解.

方程 26 (首次积分法). (1)


dx
dt = y

dy
dt = x

, (2)


dx
dt = y − x(x2 + y2 − 1)

dy
dt = −x− y(x2 + y2 − 1)

.

解法. (1) 将两个方程相加得
d(x+ y)

dt = x+ y,

以 x+ y 作为一个未知函数，积分得

x+ y = c1e
t,

再将两个方程相减得
d(x− y)

dt = −(x− y),

以 x− y 作为一个未知函数，积分得

x− y = c2e
−t,

由此得到方程组的解为 
x =

1

2
(c1e

t + c2e
−t),

y =
1

2
(c1e

t − c2e
−t).
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(2) 两个方程乘以 x 和 y，相加得到

x
dx
dt + y

dy
dt = −(x2 + y2)(x2 + y2 − 1),

即有

d(x2 + y2) = −2(x2 + y2)(x2 + y2 − 1)dt,

把 x2 + y2 看作未知函数，积分得(
1− 1

x2 + y2

)
e2t = c1,

再利用原方程可得

x
dy
dt − y

dx
dt = −(x2 + y2),

即有

d
(

arctan y
x

)
= −dt,

由此得到另一个首次积分

arctan y
x
+ t = c2,

采用极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ，带入得
r =

1√
1− c1e−2t

θ = c2 − t

或


x =

cos(c2 − t)√
1− c1e−2t

y =
sin(c2 − t)√
1− c2e−2t

.

方程 27 (利用微分方程组的对称形式求首次积分).
dy
dx =

x

y
,

dz
dx =

x+ y

yz
.

解法. 将方程组写成对称形式
dx
yz

=
dy
xz

=
dz
x+ y

,

由左边第一个等号可知

xdx = ydy =⇒ x2 − y2 = c1,

由合比定理可得
d(x+ y)

z(x+ y)
=

dz
x+ y

=⇒ x+ y − z2

2
= c2.

注记. 将方程组写成对称形式的优点在于可以利用比例的许多性质，例如
a

b
=
c

d
=⇒ a

b
=
c

d
=
a+ c

b+ d
,

a+ b

a− b
=
c+ d

c− d
.
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4.4 常系数齐次线性微分方程组

方程 28.

x′ = Ax,

其中 n 阶矩阵 A 有 n 个互不相同的特征根 λ1, · · · , λn.

解法. 设 λ1, · · · , λn 对应的特征向量为 α1, · · · ,αn，则方程的通解为

x = c1α1e
λ1t + · · ·+ cnαne

λnt.

注记. 若 A 有复特征根，依据以上方法可以求出复值解 u+ iv，则实向量 u 和 v 都是

方程的解.

若 A 有 k 重特征根 λ1(k ≥ 2) 且 λ1 对应的特征子空间维数为 1，设 α1 是 λ1 对

应的特征子空间的一个基，则存在令

(A− λ1I)α2 = α1

成立的向量 α2 使得

x1 = α1e
λ1t, x2 = α2e

λ1t +α1te
λ1t

是方程组的两个线性无关的解. 此外，如果 k ≥ 3，则还存在 α3 使得

(A− λ1I)α3 = α2

且

x3 = α3e
λ1t +α2t

λ1t +α1
t2

2
eλ1t

是方程组与 x1 和 x2 都线性无关的一个解.

若 A 有 k 重特征根 λ1(k ≥ 3) 且对应的特征子空间的维数为 2，即对 λ1 有两个线

性无关的特征向量 α1 和 α2，则一定存在不全为零的常数 β1 和 β2 以及向量 α3 满足

(A− λ1I)α3 = β1α1 + β2α2

使得

x1 = α1e
λ1t, x2 = α2e

λ1t, x3 = α3e
λ1t + (β1α1 + β2α2)te

λ1t

是方程的三个线性无关的解.
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方程 29 (常系数齐次线性微分方程组).

x′ = Ax.

解法.(
e−Atx

)′
= e−At (x′ −Ax) = 0 =⇒ e−Atx = c =⇒ x = eAtc (c为 n 维常数列向量).

注记. 矩阵的指数函数定义为

eAt =
∞∑
k=0

(At)n

n!
,

求解 eAt 的方法有很多种，以下给出两种常用求法：

(i) 若通过其他方法求得方程的一个基解矩阵 Φ(t)，则

eAt = Φ(t)Φ−1(0).

(ii) 设 λ1, · · · , λn 是矩阵 A 的 n 个特征值，则

eAt =
n−1∑
k=0

rk+1(t)Pk,

其中 P0 = I,Pk = (A−λkI)(A−λk−1I) · · · (A−λ1I)(k = 1, · · · , n)，rk+1(t) 是方程组r
′
1(t) = λ1r1(t),

r′k+1(t) = rk(t) + λk+1rk+1(t), k = 1, · · · , n− 1,

满足初始条件

r1(0) = 1, r2(0) = 0, · · · , rn(0) = 0

的解.

4.5 常系数非齐次线性微分方程组

方程 30 (常系数非齐次线性方程组).

x′ = Ax+ F (t).

解法.

x′ = Ax+ F (t)

=⇒
(
e−Atx

)′
= e−At (x′ −Ax) = e−AtF (t)

=⇒ x = eAt
(
c+

∫
e−AtF (t)dt

)
.
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