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第一章 集和直线上的点集

1.1 集和集的运算

定义 1 设 {An} 是一列集合，记

lim sup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, lim inf
n→∞

An =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak,

并分别称为这一列集的上限集和下限集. 若 lim sup
n→∞

An = lim inf
n→∞

An，则称 An 的极

限存在1，记为 limnAn.�� ��定理 2 沿用定义 1.1 的条件，则

1. x ∈ lim sup
n→∞

An 当且仅当 x 在无限多个集 An 中；

2. x ∈ lim inf
n→∞

An 当且仅当 x 在除了有限多个以外的所有 An 中.

1.2 映照与势

定义 3

1. 如果 A 和 B 对等（之间存在双射），那么称 A 和 B 具有相同的势（或基数）

. 记集 A 的势为 A，A 和 B 具有相同的势时，记为 A = B.

2. 如果 A 对等与 B 的某个子集 B1，那么称 A 的势小于等于 B 的势，或 B 的

势大于等于 A 的势. 记为 A ≤ B 或 A ≥ B；如果 A ≤ B 且 A ̸= B，那么称

A 的势小于 B 的势，或 B 的势大于 A 的势，记为 A < B 或 A > B.�� ��定理 4(Bernstein 定理) A ≤ B,A ≥ B =⇒ A = B.

1 单调递增或递减的集列极限存在.
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1.4 直线上的点集

定义 5 设 G 是直线上的开集. 如果开区间 (α, β) ⊂ G，而且端点 α, β 不属于

G，那么称 (α, β) 为 G 的一个构成区间. 又设 A 是直线上的闭集. 称 A 的余集

Ac = R− A 的构成区间为 A 的余区间.�� ��定理 6(开集和闭集的构造)

1. 直线上任意一个非空开集可以表示成有限个或可列个互不相交的构成区间的

并集. 又当非空开集表示成互不相交的开区间的并时，这些开区间必是构成

区间.

2. 直线上的闭集 F 或是全直线，或是从直线上挖掉有限个或可列个互不相交的

开区间（即 F 的余区间）所得到的的集.

定义 7 设 A 是直线上点集，x0 是直线上一点，如果在 x0 的任何一个环境 (α, β)

（包含 x的开区间）中，总含有集 A中不同于 x0 的点，即 ((α, β)−{x0})∩A ̸= ∅.

那么称 x0 是 A 的极限点. 点集 A 的极限点全体所成的集称为 A 的导集，记为 A′.

定义 8 设 A 是直线上点集，x0 ∈ A. 如果 x0 有一个环境 (α, β)，其中除 x0 外不

含有 A 中的点，即 ((α, β)− {x0}) ∩ A = ∅，称 x0 是 A 的孤立点. 如果非空点集

A 中所有点都是孤立点，称 A 是孤立集.

定义 9 A 是一个点集，称 A = A ∪ A′ 为 A 的闭包. 闭包是包含 A 的最小闭集，

即包含 A 的所有闭集之并.

定义 10 如果 A ⊂ A′，称 A 为自密集. 如果 A′ = A，称 A 是完全集. 完全集就

是自密闭集，也就是没有孤立点的闭集.

定义 11 设 A,B 是直线上的两个点集，如果 B 中每个点的任一环境中必有 A 中

的点，那么称 A 在 B 中稠密. 当 B 时全直线时，即 A 在全直线上稠密（也即

A = R）时，称 A 是稠密集.

定义 12 设 S 是直线上点集. 如果点集 S 在每个非空开集中都不稠密，就称 S 是

疏朗集或无处稠密集.

例 13(Cantor 集) 将闭区间 [0, 1] 三等分，去掉中间的一个开区间 I
(1)
1 = (1

3
, 2
3
)，
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把剩下的两个闭区间 [0, 1
3
], [2

3
, 1] 分别再三等分，再各去掉中间的开区间：

I
(2)
1 = (

1

9
,
2

9
), I

(2)
2 = (

7

9
,
8

9
),

余下四个闭区间

[0,
1

9
], [

2

9
,
3

9
], [

6

9
,
7

9
], [

8

9
, 1],

又分别把这些闭区间三等分，再各去掉中间的开区间：

I
(3)
1 = (

1

27
,
2

27
), I

(3)
2 = (

7

27
,
8

27
),

I
(3)
3 = (

19

27
,
20

27
), I

(3)
4 = (

25

27
,
26

27
),

这样继续下去，在第 n 次三等分时去掉的开区间（称为 n 级区间）是

I
(n)
1 = (

1

3n
,
2

3n
), I

(n)
2 = (

7

3n
,
8

3n
), · · · , I(n)2n−1 = (

3n − 2

3n
,
3n − 1

3n
),

令 Oc =
⋃
n,k

I
(n)
k ，这是一个开集，所以 K = [0, 1]−Oc 是闭集，称 K 是 Cantor 集.

Cantor 集是疏朗完全集，与 R 等势，并且是 Lebesgue 零测集.

注. 本节几乎都是定义，很多定理都没有给出，因为它们在之后的内容中使用频

率较低或者已经在数分中出现过，但 Cantor 集是一个非常重要的例子. 事实上本

节是泛函分析中度量空间一节的 R 版本.
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2.1 集类

定义 14 设 X 是一个集，R 是 X 上的集类，如果对任何 {Ek}n1 ⊂ R 都有

n⋃
k=1

Ek ∈ R, E1 − E2 ∈ R,

那么就称 R 是 X 上的环. 若还满足 R 中一列集 {En}∞1 的并也在 R 中，则称 R

是 σ–环（σ–代数）.

若将 E1 − E2 改为 Ec
1 也成立，则称 R 为（σ–）代数或（σ–）域.

注. 环是对有限并和差运算封闭的集类，代数是对有限并和余运算封闭的集类，代

数必是环，而一个环是代数当且仅当 X ∈ R. 任意个环（代数）的并仍是代数，因

此对任意集类 E 存在一个包含 E 的最小环（或代数），这个环记为 R(E). 类似

的，包含 E 的最小 σ–环记为 S(E)，显然有 S(E) = S(R(E)).

例 15 R0 是 R 中有限个左开右闭的有限区间的并集 E =
n⋃

i=1

(ai, bi] 全体所成的

集类. 那么 R0 是一个环.

定义 16 设M 是 X 上的集类. 如果对M 中任何单调序列 {En} 都有 lim
n→∞

En ∈

M，那么称M 是单调类. 对任意集类 E，包含 E 的最小单调类记为M (E).

注. σ–环必是单调类，单调环必是 σ–环.�� ��定理 17 设 R 是一个环，则 S(R) = M (R).
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2.2 环上的测度

定义 18 设 R 是 X 上的环，µ : R → [0,∞]，如果 µ 满足

1. µ(∅) = 0;

2. 可列可加性：互不相交的一列集 {En} ∈ R，如果
⋃

nEn ∈ R，则

µ(
∞⋃
n=1

En) =
∞∑
n=1

µ(En),

那么 µ 就称为环 R 上的测度，称 µ(E) 是 E 的测度.�� ��性质 19(测度) 如果 µ 是环 R 上的测度，那么具有下列性质.

1. 有限可加性：如果互不相交的 n个集 {Ek}k1 ⊂ R，那么 µ(
⋃n

1 Ek) =
∑n

1 µ(Ek).

2. 单调性：如果 E1, E2 ∈ R 且 E1 ⊂ E2，那么 µ(E1) ≤ µ(E2).

3. 可减性：如果 E1, E2 ∈ R，E1 ⊂ E2 且 µ(E1) < ∞，那么 µ(E2 − E1) =

µ(E2)− µ(E1).

4. 次可列可加性：如果 {En} ⊂ R，且 E ⊂
⋃∞

1 En，那么 µ(E) ≤
∑∞

1 µ(En).

5. 如果 {En} ⊂ R，且 E1 ⊂ E2 ⊂ · · ·，
⋃∞

1 En ∈ R，那么 µ(
⋃∞

1 En) =

limn µ(En).

6. 如果 {En} ⊂ R，且 E1 ⊃ E2 ⊃ · · ·，
⋃n

1 En ∈ R，并且至少有一个 En 使

µ(En) <∞，那么

µ(
∞⋂
n=1

En) = lim
n→∞

µ(En).

此外，如果 R 本身是 σ–环，那么还具有下面的性质：

7. 如果 {En} ⊂ R，那么 µ(lim infnEn) ≤ lim infn µ(En).

8. 如果 {En} ⊂ R，并且存在自然数 k 使得 µ(
⋃∞

k En) <∞，那么

µ(lim supnEn) ≤ lim supn µ(En).

9. 如果 {En} ⊂ R，limnEn 存在，并且存在自然数 k 使得 µ(
⋃∞

k En) <∞，那

么 µ(limnEn) ≤ limn µ(En).

10. 如果 {En} ⊂ R，并且存在自然数 k 使得
∑∞

k µ(En) <∞，那么

µ(lim supnEn) = 0.
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2.3 测度的延拓

定义 20 设 R 是 X 上的环，记

H(R) = {E|E ⊂ X，存在 {En} ⊂ R 使E ⊂
∞⋃
n=1

En}.

易证 H(R) 是 σ–环. 若 µ 是 R 上的测度，记 µ∗ : H(R) → [0,∞]，

µ∗(E) = inf{
∞∑
n=1

µ(En)|{En} ⊂ R 且 E ⊂
∞⋃
n=1

En},

称 µ∗ 为由测度 µ 引出的外测度.�� ��性质 21(外测度) 由环 R 上的测度 µ 所引出的外测度 µ∗ 具有下列性质：

1. µ∗(∅) = 0;

2. 非负性：对任何 E ∈ H(R), µ∗(E) ≥ 0;

3. 单调性：若 E1, E2 ∈ H(R) 且 E1 ⊂ E2，则 µ∗(E1) ≤ µ∗(E2);

4. µ∗ |R = µ.

5. 次可列可加性：若 {En} ⊂ H(R)，则

µ∗(
∞⋃
n=1

En) ≤
∞∑
n=1

µ∗(En).

定义 22 设 µ∗ 是环 R 上的测度 µ 所引出的外测度，E ∈ H(R). 如果 E 满足

Caratheodory 条件：

µ∗(F ) = µ∗(F ∩ E) + µ∗(F − E), ∀F ∈ H(R),

则称 E 为 µ∗ 可测集. 全体 µ∗ 可测集所成集合记为 R∗.（可以证明 R∗ 是 σ–环）

定义 23 设 µ 是环 R 上的测度，如果 R 中的任何 µ–零测集的任何子集都属于

R，那么称 µ 是一个完全测度.�� ��定理 24 µ∗ 是 R∗ 上的完全测度.（称 µ∗ 是 µ 的延拓或扩张）

定义 25 设 R 是 X 上的环，µ 是 R 上测度. 如果 E ∈ R 使 µ(E) < ∞，那么

称 E 有有限测度. 如果任何 E ∈ R 都有有限测度，那么就称 µ 是有限的. 如果

X ∈ R 且 µ(X) <∞，那么就称 µ 是全有限的.
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如果 E ∈ R 且存在 {En} ⊂ R，每个 En 都有有限测度且 E ⊂
⋃∞

1 En，那么

称 E 的测度是 σ–有限的，相应的可以定义 σ–有限和全 σ–有限的测度.�� ��定理 26(测度延拓唯一性定理) 设 µ 是环 R 上的 σ–有限测度，µ1, µ2 是 σ–环

S(R) 上的测度. 若 µ1|R = µ2|R = µ，则 µ1 = µ2. 即环 R 上的 σ–有限测度 µ 在

S(R) 上的延拓是唯一的.�� ��定理 27 设 R 是 X 上的环，µ 是 R 上 σ–有限测度，则 µ∗ 也是 R∗ 上 σ–有限

测度.�� ��定理 28 设 µ是环R上的 σ–有限测度，那么R∗中集的一般形式是 (F ∪N1)−N2，

其中 F ∈ S(R)，N1, N2 是 µ∗–零测集.1�� ��定理 29 设 µ 是 σ–环 R 上的 σ–有限测度，N 是 R 中 µ–零测集的一切子集全

体. 则

1. R∗ = S(R ∪N )；

2. 对任何 E ∈ R∗，存在 F ∈ R, N1, N2 ∈ N 使得 E = (F ∪N1)−N2；

3. 上一点中的 E,F 满足 µ∗(E) = µ(F ).

2.4 Lebesgue 测度、Lebesgue–Stieltjes 测度

定义 30 设 g : R → R 是右连续的单调递增函数，定义

g((a, b]) = g(b)− g(a),

再设 A ⊂ R 定义

g∗(A) = inf
∞∑
k=1

g((ak, bk]), 其中A ⊂
∞⋃
k=1

(ak, bk],

则 g∗ 为 R 上的外测度，g∗–可测集称为 Lebesgue–Stieltjes 可测集，并记它们所

构成的 σ–环为 Lg，g∗|Lg 为 Lebesgue–Stieltjes 测度，记为 g，{R,Lg, g} 为测

度空间. 特别地，当 g(x) = x 时，记为 {R,L,m}，并称作Lebesgue 测度空间.2

1 本定理有很多种形式，这里只给出一种.
2 该定义并不完整或严谨，但便于记忆，一维完整版本参考教材，n 维完整版本参考 Elias M.

Stein 的 Real Analysis 第一章.
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�� ��性质 31(Lebesgue 测度) 设 {Rn,L,m} 为测度空间，则

1. 平移不变性：设 A ∈ L, b ∈ Rn，则 A+ b 可测，且 m(A+ b) = m(A).

2. 旋转不变性：设 A ∈ L，R是 Rn上的旋转变换，则 R(A)可测，且m(R(A)) =

m(A).

3. 正则性：设 A ∈ L，则

m(A) = inf{m(O) : A ⊂ O 且 O 为开集}

= sup{m(K) : K ⊂ A 且 K 为紧集}.

4. 以下四个命题等价：

(a) A ⊂ RnLebesgue 可测；

(b) ∀ε > 0，存在开集 O ⊃ E 使得 m∗(O − E) < ε；

(c) ∀ε > 0，存在闭集 F ⊂ A 使得 m∗(E − F ) < ε.

(d) ∀ε > 0，存在开集 O 和闭集 F 使得 F ⊂ E ⊂ O 且 m(O − F ) < ε.

注. 所谓 Rn 上的旋转变换就是就是一个 n 阶方阵 R 使得 RTR = En，也就是线

性代数中的正交矩阵. 此外，旋转不变性有一个更一般的形式：

设 A ∈ L，P 是 Rn 上的线性变换（视作 n阶方阵），则 P (A)可测，且

m(P (A)) = | detP | ·m(A).

上述命题可以使用可逆线性变换是有限多个初等变换的复合来证明.
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在本章中假定 {X,R, µ} 是测度空间，其中 R 是 σ–代数. 可测（可积）函数

均指广义实可测（可积）函数.

3.1 可测函数及其基本性质

定义 32 设 E ∈ R，f 是 E 上的实值函数，如果对任意的 t ∈ R，都有 E(f ≥

t) = {x ∈ E : f(x) ≥ t} ∈ R，则称 f 是 E 上的关于 (X,R) 的可测函数. 若将本

定义中的 R 改为 R ∪ {∞,−∞}，则称 f 是广义实可测函数.�� ��性质 33(可测函数) 设 E ∈ R，f, g, fn, gn 都是 E 上的可测函数，则

1. 设 B ∈ BR
1，则 {x ∈ R|f(x) ∈ B} ∈ R.

2. αf + βg, fg, f
g
(g ̸= 0), |f | 都是可测函数.

3. inf fn, sup fn, lim inf fn, lim sup fn 都是可测函数.

定义 34 设 A 是全集 X 的子集，如果 x ∈ A，则 χA(x) = 1，否则 χA(x) = 0，

称这样的函数 χA 为特征函数，有限多个特征函数的线性组合称为简单函数，形如∑n
1 αkχAk

(x).

1 R 中所有开集张成的 σ–代数称为 R 上的 Borel 代数或 Borel 域，记作 BR，其中的元素称作

Borel 集.
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3.2 可测函数列的收敛性与 Lebesgue 可测函数的结构
�� ��定理 35 设 E ∈ R，f 是 E 上的非负可测函数，则存在简单函数列 {fn} 使得

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ f 且 fn 逐点收敛于 f .

注. 如果 f 有界，则收敛可以是一致的.�� ��定理 36(Tietze 延拓定理) 设 K 是 Rn 上的紧集，f 是 K 上的连续函数，则存

在 Rn 上的连续函数 f̃ 使得 f̃ |K = f .�� ��定理 37(鲁津定理) 设 E 是 Rn 上的 Lebesgue 可测集，f 是 E 上几乎处处有限

的 Lebesgue 可测函数，则任取 δ > 0，存在闭集 F 使得 m(F ) < δ，F ⊂ E 且 f |F
连续.

定义 38 设 E ∈ R，fn, f 是 E 上的可测函数，若存在 N ⊂ E，µ(E) = 0 使得

fn(x) 在 E −N 上逐点收敛于 f(x)，则称 fn 几乎处处收敛于 f（almost every，

简写为 a.e.）

定义 39 设 E ∈ R，fn, f 是 E 上的可测函数，若对任意的 ε > 0，有

lim
n→∞

µ(E(|fn − f | ≥ ε)) = 0,

则称 fn 依测度 µ 收敛于 f .

定义 40 设 E ∈ R，fn 为 E 上可测函数. 如果对任意的 ε > 0，δ > 0，存在

K ∈ N，使得

µ(E(|fk − fj| ≥ ε)) < δ, ∀k, j > K,

则称 {fn} 是 E 上关于 µ 的依测度基本列或依测度 Cauchy 列.

定义 41 设 E ∈ R，f, fn 是 E 上可测函数. 若对任意的 δ > 0，存在 E 的可测子

集 Eδ 使得 µ(E − Eδ) < δ，且在 Eδ 上 {fn} 一致收敛于 f，则称 {fn} 在 E 上近

一致收敛于 f .�� ��定理 42(各种收敛定理) 设 E ∈ R，fn, f 是 E 上可测函数，则

1. 近一致收敛 =⇒ 几乎处处收敛且依测度收敛.

2. 依测度收敛 ⇐⇒ 依测度 Cauchy.

3. 依测度 Cauchy =⇒ 存在子列近一致收敛.
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4. Riesz：依测度收敛 =⇒ 存在子列几乎处处收敛（上一条的推论）.

5. EropoB：若 µ(E) <∞，几乎处处收敛 =⇒ 近一致收敛.

6. Lebesgue：若 µ(E) <∞，几乎处处收敛 =⇒ 依测度收敛（上一条的推论）.

7. 若 µ(E) <∞，依测度收敛 ⇐⇒ 任意子列都存在子列几乎处处收敛.

近一致收敛 ⇒ 几乎处处收敛

⇓ ⇓

依测度收敛 ⇒ 存在子列几乎处处收敛

若 µ(E) <∞，

近一致收敛 ⇔ 几乎处处收敛

⇓ ⇓

依测度收敛 ⇔ 任意子列都存在子列几乎处处收敛

3.3 积分及其性质

定义 43 设 E ∈ R，f =
∑p

1 ciχAi
是 X 上的非负简单函数，其中 c1, · · · , cp ≥

0, A1, · · · , Ap ∈ R 两两不交. 称∫
E

fdµ :=

p∑
i=1

µ(E ∩ Ai)

为 f 在 E 上的积分.

若 f 是 E 上的非负广义实可测函数（可取 ∞ 值）. 称∫
E

fdµ := sup
{∫

E

hdµ
∣∣∣∣h 是非负简单函数且 h(x) ≤ f(x), ∀x ∈ E

}
为 f 在 E 上的积分. 若

∫
E
fdµ <∞，则称 f 是 E 上的可积函数.�� ��引理 44 设 E ∈ R，f 是 E 上的非负广义实可测函数，则存在 X 上的非负简单

函数列 {hk} 使得对任意的 x ∈ E，都有 h1(x) ≤ h2(x) ≤ · · · 且 limk hk(x) = f(x).

定义 45 设 E ∈ R，f 是 E 上广义实可测函数. 记 f+ = max(f, 0), f− =

max(−f, 0)，并分别称为 f 的正部和负部. 如果
∫
E
f+dµ 和

∫
E
f−dµ 中至少有

一个是有限值，则称 ∫
E

fdµ =

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ
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为 f 在 E 上的积分. 如果 f+ 和 f− 在 E 上都可积，则称 f 是 E 上的可积函数.�� ��性质 46(积分) 设 E ∈ R，f, g 是 E 上的广义实可测函数，则

1. 若 f 有界且 µ(E) <∞，则 f 在 E 上可积.

2. 若 f 在 E 上可积，则 f 几乎处处有限.

3. 若 f, g 都在 E 上可积，则对任意的 α, β ∈ R，αf +βg 也可积，并且
∫
E
(αf +

βg)dµ = α
∫
E
fdµ+ β

∫
E
gdµ，若 f, g 都非负（未必可积），则等式依然成立.

4. 若 f ≡ c 则
∫
E
fdµ = c · µ(E).

5. 若 |f | ≤ |g| a.e. 且 g 可积，则 f 也可积.

6. 若 f ≥ 0 a.e.，则
∫
E
fdµ ≥ 0.

7. 若 f, g 均可积或均非负，且 f ≤ g a.e.，则
∫
E
fdµ ≤

∫
E
gdµ.

8. 若 f 可积且几乎处处等于 g，则
∫
E
fdµ =

∫
E
gdµ.

9. 若 f = 0 a.e.，则
∫
E
fdµ = 0.

10. 若 f ≥ 0 a.e. 且
∫
E
fdµ = 0，则 f = 0a.e..

11. µ(E) = 0 =⇒
∫
E
fdµ = 0.

12. f > 0 a.e. 且 µ(E) > 0 =⇒
∫
E
fdµ > 0.

13. 若 f, g 均可积或均非负，则
∫
E
fdµ ≤

∫
E
gdµ.�� ��定理 47(绝对连续性) 设 E ∈ R，f 是 E 上广义实可积函数. 则 ∀ε > 0，存在

δ > 0，使得对任意 e ⊂ E 满足 µ(e) < δ，都有∣∣∣∣∫
e

fdµ
∣∣∣∣ ≤ ∫

e

|f |dµ < ε.

3.4 积分的极限定理
�� ��定理 48(单调收敛定理) 设 E ∈ R，{fk}是 E 上的非负可测函数列，满足 f1(x) ≤

f2(x) ≤ · · · a.e. in E，则 ∫
E

lim
k→∞

fkdµ = lim
k→∞

∫
E

fkdµ.�� ��定理 49(Fatou 引理) 设 E ∈ R，{fn} 是 E 上非负广义实可测函数列，则∫
E

lim inf
k→∞

fkdµ ≤ lim inf
k→∞

∫
E

fkdµ.
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�� ��定理 50(Lebesgue 控制收敛定理) 设 E ∈ R，{fn} 是 E 上可测函数列，f 是 E

上可测函数，g 是 E 上可积函数. 若

1. {fn} 在 E 上依测度或几乎处处收敛于 f，且

2. ∀k ∈ N，|fk| ≤ |g| a.e. in E，

则 f 在 E 上可积，且

lim
k→∞

∫
E

fkdµ =

∫
E

fdµ.

注. 这三个定理与教材或老师的 PPT 上可能有一定出入，但本质是等价的，我给

出了我认为比较好用的形式，它们的其他形式（比如级数形式）都是显而易见的，

不在此一一给出.�� ��定理 51(含参变量积分连续性) 设 X,Y 是 R 中的区间，f(x, y) 是 X × Y 上的

有限实函数，g 是 X 上的 L–可积函数. 如果

1. ∀y ∈ Y，φy(x) := f(x, y) 在 X 上 L–可测；

2. ∀y ∈ Y，limt→y φt(x) = φy(x) a.e. x ∈ X；

3. ∀y ∈ Y，|φy(x)| ≤ g(x) a.e. x ∈ X；

则 I(y) :=
∫
X
φydm 是 Y 上的连续函数.

3.5 重积分和累次积分

定义 52 设 (X,S), (Y,T ) 是两个可测空间，记 P = {A×B | A ∈ S, B ∈ T }，而

用 S × T 表示包含 P 的最小 σ–环，称 (X × Y,S × T ) 为 (X,S), (Y,T ) 的乘积

(可测) 空间，称 P 中的集为可测矩形.

设 E ⊂ X × Y，称 Ex = {y | (x, y) ∈ E} 为 x–截口，Ey = {x | (x, y) ∈ E}

为 y–截口，有时也记作 SxE 和 SyE. 称定义在 Ex（Ey）上的函数 fx(y) = f(x, y)

（f y(x) = f(x, y)）为 f 被 x（y）决定的截口.�� ��定理 53(Fubini) 设 E 是 (X×Y,S×T , µ×ν)上的 σ–有限的可测矩形 E = A×B，

f 是 E 上的有限函数.

1. 当 f 在 E 上关于 µ× ν 可积时，下面积分存在且相等∫
E

f d(µ× ν) =

∫
A

(∫
B

fdν
)

dµ =

∫
B

(∫
A

fdµ
)

dν.
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2. 反之，如果 f 是 E 上关于 (X × Y,S × T ) 可测且 |f | 的两个二次积分∫
A

(∫
B
|f |dν

)
dµ 和

∫
B

(∫
A
|f |dµ

)
dν 有一个存在，那么 1 中等式成立（当然

也有积分存在）.

注. 将 Fubini 定理条件中的可积（积分存在）改为函数 f 非负，1 中等式也成立，

这个定理称为 Tonelli 定理. 此外，将定理中的乘积测度空间改为它的完全测度空

间 (X × Y, (S × T )∗, µ× ν)，Fubini 定理仍成立.

3.6 单调函数与有界变差函数

定义 54 设 E ⊂ R，f : E → R，x0 ∈ E，则

1. 若 f(x0 + 0) 存在，称 f(x0 + 0)− f(x0) 为 x0 的右方跳跃度；

2. 若 f(x0 − 0) 存在，称 f(x0)− f(x0 − 0) 为 x0 的左方跳跃度；

3. 若 f(x0 + 0), f(x0 − 0) 均存在但 f(x0 + 0), f(x0 − 0), f(x0) 不全相等，就称

x0 是 f 的第一类不连续点或可去间断点；

4. 若 x0 不是第一类连续点，就称为第二类连续点.�� ��性质 55(单调函数) 设 f 是 [a, b] 上的单调递增函数，那么

1. f 的不连续点都是第一类的.

2. f 的不连续点全体最多是可列集.

3. f 的左右跳跃度非负，且所有跳跃度之和不超过 f(b)− f(a).

4. f 关于 Lesbesgue 测度 m 几乎处处可导.

定义 56 设 f 是 [a, b] 上的有限函数，在 [a, b] 上任取一组分点 a = x0 < x1 <

· · · < xn = b，作和式

Vf (x0, · · · , xn) =
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|,

称它为 f 对分点组 x0, · · · , x0 的变差. 如果

sup
x0,··· ,xn

Vf (x0, · · · , xn) <∞,

就称 f 是 [a, b] 上的有界变差函数，并记
b

V
a
(f) = sup

x0,··· ,xn

Vf (x0, · · · , xn)
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为 f 在 [a, b] 上的全变差. 任取 x ∈ [a, b]，称
b

V
a
(f) 为 f 的全变差函数.

区间 [a, b] 上的有界变差函数全体所构成的函数类记为 V [a, b].�� ��性质 57(有界变差函数)

1. 若 f ∈ V [a, b]，则 f 有界.

2. 若 f, g ∈ V [a, b], α, β ∈ R，则 αf + βg ∈ V [a, b]，并且

b

V
a
(αf + βg) ≤ |α|

b

V
a
(f) + |β|

b

V
a
(g).

3. f, g ∈ V [a, b] =⇒ fg ∈ V [a, b].

4. 若 gn ∈ V [a, b]，
{

b

V
a
(gn)

}
有界，且 gn 逐点收敛于 g，那么 g ∈ V [a, b]，并且

b

V
a
(g) ≤ sup

n

b

V
a
(gn).

5. Jordan 分解：若 f ∈ V [a, b]，则存在 [a, b] 上的两个单调递增函数 φ, ψ 使得

f = φ− ψ（因此有界变差函数也几乎处处可导）.

6. 设 f 是 [a, b] 上的有界变差函数，那么 f 与
x

V
a
(f) 有相同的左（右）连续点.

7. Helly 选取原理：设 {fα}α∈Λ 是 [a, b] 上一族有界变差函数，又设它们本身和

它们的全变差都一致有界，那么一定可以从 {fα}α∈Λ 中抽出指标互不相同的

序列，这个序列在 [a, b] 上处处收敛于一个有界变差函数.�� ��定理 58 记

θ(x) =

1, x > 0,

0, x ≤ 0,

θ1(x) =

1, x ≥ 0,

0, x < 0.

设 {λn}pn=1, {µn}pn=1 是两个给定数组 (p ∈ N或 p = ∞)，并且
∑p

1(|λn|+ |µn|) <∞.

又设 {xn}p1 是在 [a, b] 中给定 p 个点，称由函数项级数所表示的函数

φ(x) =

p∑
n=1

λnθ(x− xn) +

p∑
n=1

µnθ1(x− xn)

为跳跃函数.

注. 显然 φ 的不连续点为 {xn}pn=1 且都是第一类不连续点，φ 在 xn 的右方跳跃

度是 λn，左方跳跃度是 µn.
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�� ��定理 59 设 f 是 [a, b] 上的单调递增函数，{xn} 为 f 的不连续点全体，作

φ(x) =
∑
n

(
f(xn + 0)− f(x0)

)
θ(x− xn) +

∑
n

(
f(xn)− f(xn − 0)

)
θ1(x− xn),

那么 φ 是单调递增函数，并且 g(x) = f(x)−φ(x) 是 [a, b] 上单调递增的连续函数.�� ��定理 60 设 f 是 [a, b] 上的有限函数，如果 f 几乎处处可导，导函数几乎处处为

0，且 f 在 [a, b] 上不是常值函数，那么称 f 为 [a, b] 上的奇异函数.

3.7 不定积分与全连续函数

定义 61 设 f 是 [a, b] 上 Lebesgue 可积函数，x0 ∈ (a, b)，对任何 h1, h2 ≥ 0, h =

h1 + h2 ̸= 0，如果

lim
h1+h2→0

1

h1 + h2

∫ x0+h2

x0−h1

|f(x)− f(x0)|dx = 0,

称 x0 是 f 的 Lebesgue 点.�� ��定理 62 设 f 是 [a, b] 上的 Lebesgue 可积函数，那么 [a, b] 上几乎所有点都是

Lebesgue 点，并且对于 f 的 Lebesgue 点 x0，有

d
dx

∫ x

a

f(t)dt
∣∣∣∣
x=x0

= f(x0).

定义 63 设 F 是 [a, b] 上的有限函数，如果对任何 ε > 0，存在 δ > 0，使得当

{(aν , bν)} 是 [a, b] 上任意有限个互不相交的开区间，其总长度
∑

ν(bν − aν) < δ 时，

不等式 ∑
ν

|F (bν)− F (aν)| < ε

成立. 那么称 F 是在 [a, b] 上的全连续函数或绝对连续函数.�� ��性质 64(全连续函数)

1. 全连续函数必是连续的.

2. 全连续函数的线性组合和乘积仍然是全连续函数.

3. 全连续函数必是有界变差函数（从而有几乎处处可导）.
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4. F 是 [a, b] 上的全连续函数当且仅当任取 x ∈ [a, b]，Newton–Leibniz 公式

F (x)− F (a) =

∫ x

a

F ′(t)dt

成立.�� ��定理 65(Lebesgue 分解定理) 设 g 是 [a, b] 上的有界变差函数，那么必可以分解

成

g = gs + gc + φ,

其中 φ 是 [a, b] 上的跳跃函数，gc 是 [a, b] 上的全连续函数，gs 是奇异的有界变差

函数. 除去相差一个常数外，三个函数 gs, gc, φ 由 g 唯一确定.
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