
T 西安交通大学数学与统计学院

牛
逼

课堂笔记与作业
数学基础课系列 ÿ

泛函分析课堂笔记 Notes on
Functional
Analysis

我永远喜欢 syh!!! 2022-2023学年第一学期

强基数学001 吉越坤

What is clear and easy to grasp attracts us; complications deter.
David Hilbert



目录

第一章 度量空间与赋范空间 1

1.1 度量空间,完备与纲定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.2 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 完备化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 列紧集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.1 列紧集,完全有界集和可分空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.2 紧集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3.3 Arzela-Ascoli定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.3.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.4 压缩映像原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.4.1 应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.4.2 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.5 赋范线性空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.5.1 基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.5.2 有限维赋范空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

1.5.3 商空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

1.5.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

1.6 内积空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

1.6.1 定义与基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

1.6.2 正交与投影 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

1.6.3 正交系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

1.6.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80



第二章 线性算子与线性泛函 86

2.1 线性算子的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

2.1.1 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

2.2 Riesz表示定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

2.3 开映射定理及其推论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

2.3.1 开映射定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

2.3.2 闭图像定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

2.3.3 共鸣定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

2.3.4 应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

2.3.5 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

2.4 Hahn-Banach定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

2.4.1 线性泛函的延拓定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

2.4.2 几何形式——凸集分离定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

2.4.3 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

2.5 共轭空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

2.5.1 共轭空间与共轭算子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

2.5.2 弱收敛和 ∗弱收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

2.5.3 自反空间的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

2.5.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

2.6 线性算子的谱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

2.6.1 定义和例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

2.6.2 算子谱的相关性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

2.6.3 谱半径和 Gelfand定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

2.6.4 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

第三章 紧算子 173

3.1 紧算子的定义和基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

3.2 Riesz-Fredholm理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

3.2.1 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184



3.3 Riesz-Schauder理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

3.4 Hilbert-Schmidt定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

第四章 广义函数与 Sobolev空间 190

4.1 广义函数的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

4.1.1 磨光算子及其逼近 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

4.1.2 基本空间和广义函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

4.1.3 作业 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

4.2 速降函数与 Fourier变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

4.3 Sobolev空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

附录 A 补充内容 220

A.1 度量空间中的拓扑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220

A.2 Weierstrass逼近定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

A.3 Lp 空间: 实变内容 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

A.4 Lp 空间中列紧集的刻画 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

A.5 内积空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

A.6 线性空间的基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

A.7 凸集与不动点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

A.8 紧算子的不变子空间与紧算子结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

A.9 Lebesgue微分定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

附录 B 教材习题答案 252

B.1 度量空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

B.1.1 压缩映像原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

B.1.2 完备化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

B.1.3 列紧集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

B.1.4 赋范线性空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262

B.1.5 凸集与不动点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272

B.1.6 内积空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275



B.2 线性算子与线性泛函 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

B.2.1 线性算子的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

B.2.2 Riesz表示定理及其应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287

B.2.3 纲与开映射定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290

B.2.4 Hahn-Banach定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298

B.2.5 共轭空间,弱收敛,自反空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306

B.2.6 线性算子的谱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314

B.3 紧算子与 Fredholm算子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

B.3.1 紧算子的定义和基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

B.3.2 Riesz-Fredholm理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 320

B.3.3 紧算子的谱理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323

B.3.4 Hilbert-Schmidt定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326

B.3.5 对椭圆型方程的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331

B.4 广义函数与 Sobolev空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335

B.4.1 广义函数的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335

B.4.2 B0 空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336

参考文献 338



第一章 度量空间与赋范空间

1.1 度量空间,完备与纲定理
定义 1.1.1: 度量空间

设 X 是一个非空集合. X 叫做度量空间,是指在 X 上定义了一个双变量的实值

函数 ρ(x, y)满足下列三个条件:

(1) 正定性: ρ(x, y) ≥ 0,并且 ρ(x, y) = 0当且仅当 x = y ;

(2) 对称性: ρ(x, y) = ρ(y, x);

(3) 三角不等式: ρ(x, z) ≤ ρ(x, y)+ρ(y, z) (∀x, y, z ∈ X ).

这里 ρ叫做 X 上的一个距离,以 ρ为度量的度量空间 X 记作 (X ,ρ).

例 1.1.2: Euclidean 空间

Euclidean空间 Rn 上的距离 (欧氏距离)一般定义为

ρ(x, y) =
√

n∑
k=1

|xk − yk |2, ∀x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn).

还可以定义其他距离,例如

ρ1(x, y) =
n∑

i=1

∣∣xi − yi
∣∣, ρ2(x, y) = max

1≤i≤n

∣∣xi − yi
∣∣.

1
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例 1.1.3: 连续函数空间

[a,b]上的连续函数空间 C ([a,b])上的距离一般定义为

ρ( f , g ) = max
t∈[a,b]

| f (t )− g (t )|.

其他常见距离还有

ρ′( f , g ) =
∫b

a

∣∣ f (t )− g (t )
∣∣dt .

例 1.1.4: R 上的距离

除了最常见的 ρ(x, y) = ∣∣x − y
∣∣之外,还有
ρ′(x, y) =

∣∣x − y
∣∣

1+ ∣∣x − y
∣∣

也构成一个 R上的度量.

例 1.1.5: 几乎处处有界函数空间 S[a,b]

S[a,b]表示 [a,b]上几乎处处有界的可测函数全体.其上的距离定义为

ρ( f , g ) =
∫b

a

∣∣ f − g
∣∣

1+ ∣∣ f − g
∣∣dµ.

例 1.1.6: 实数列空间

S 表示一切实数列 x = {xn}∞1 全体. 其上的距离为

ρ(x, y) =
∞∑

n=1

1

2n
·

∣∣xn − yn
∣∣

1+ ∣∣xn − yn
∣∣ .

例 1.1.7: Lp 空间

设 1 ≤ p <∞, Lp [a,b]是 [a,b]上所有 p 次可积函数全体,其上距离定义为

ρ( f , g ) =
(∫b

a

∣∣ f − g
∣∣p dx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞.
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+ 注
Lp 中的函数几乎处处相等的函数视作等同. 此外, 当 p =∞时也有相应的 L∞

空间, 详细的定义见附录A.3.

例 1.1.8: 离散距离

在 R上定义

ρ(x, y) =


0, x = y,

1, x 6= y.

定义 1.1.9: 收敛和极限

度量空间 (X ,ρ)上的点列 {xn}叫做收敛到 x0 是指: lim
n→∞ρ(xn , x0) = 0.这时记作

lim
n→∞xn = x0 或者 xn → x0, x0 称为 {xn}的极限.

+ 注
极限如果存在必唯一.

若对 X 上的两个度量 ρ1 和 ρ2,满足 ∀xn , x ∈ X ,有 ρ(xn , x) → 0 ⇐⇒ ρ(xn , x) →
0, 则称 ρ1 和 ρ2 等价.

定义 1.1.10: 闭集

度量空间 (X ,ρ)中的一个子集 E 称为闭集是指:∀{xn} ⊂ E ,若 xn → x0,则 x0 ∈ E .

+ 注
度量空间中的其他基础拓扑概念见附录A.1.

定义 1.1.11: Cauchy 列

度量空间 (X ,ρ) 上的点列 {xn} 叫做Cauchy 列(或基本列) 是指: ρ(xn , xm) →
0(n,m →∞).

+ 注
此即 ∀ε> 0, 存在 N > 0, 当 m,n > N 时都有 ρ(xm , xn) < ε.
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性质 1.1.12: Cauchy 列的性质

(1) 收敛列一定是 Cauchy列.

(2) 若 {xn}是 Cauchy列且存在子列 xnk → x,则 xn → x.

(3) 若 {xn} 是 Cauchy 列, 则 {xn} 有界 (存在 M > 0 和 x0 ∈ X 使得 ρ(xn , x0) ≤
M(∀n ≥ 1).)

定义 1.1.13: 完备空间

如果空间中所有 Cauchy列都收敛,则称该空间是完备的.

+ 注
不是所有空间都完备, 例如 Q(Euclidean 距离) 上趋于某个无理数的有理序列

均是 Cauchy 列, 但在 Q 中不收敛.

定理 1.1.14: 完备度量空间的等价条件

设 (X ,ρ)是度量空间. 则 X 完备 ⇐⇒ 若 {An}是 X 中的单调下降非空闭子集

列且满足

lim
n→∞diamAn = 0,

则
∞⋂

n=1
An 是单点集.

+ 注
单调下降即 A1 ⊃ A2 ⊃ ·· · .

diamA = sup
x,y∈A

ρ(x, y), 不难证明 diamA = diamA.

证明. 必要性: 首先证明
∞⋂

n=1
An 非空. 取 xn ∈ An .由于 lim

n→∞diamAn = 0,则

ρ(xn , xn) ≤ diamAn → 0, m > n →∞.

则 {xn}是 Cauchy列. 由于 X 完备,有 xn → x ∈ X .又因为 An 闭,故 x ∈ An(∀n) =⇒
x ∈

∞⋂
n=1

An .



1.1 度量空间, 完备与纲定理 · 5 ·

下证
∞⋂

n=1
An 中只有一个元素. 设 x1, x2 ∈

∞⋂
n=1

An ,则

ρ(x1, x2) ≤ diamAn → 0,

故 ρ(x1, x2) = 0 =⇒ x1 = x2.

充分性: 设 {xn}是 X 中的 Cauchy列,令 Ak = {xn}∞n=k ,则 {An}是闭子集列,单

调下降并且直径趋于 0.则
∞⋂

n=1
An = {x}.因为

ρ(xn , x) ≤ diamAn → 0,

因此 xn → x.故 X 完备.
定义 1.1.15: 稠密集

设 (X ,ρ)是度量空间, E ⊂ X .若 ∀x ∈ X 和 ∀ε> 0,存在 z ∈ E 使得 ρ(x, z) < ε,则

称 E 是 X 中的稠密集.

+ 注
此即 ∀x ∈ X , 存在 {xn} ⊂ E 使得 xn → x, 也即 E = X .

定义 1.1.16: 疏集

设 (X ,ρ)是度量空间, E ⊂ X .若 E 没有内点 (E◦ =∅),则称 E 是 X 中的疏集.

命题 1.1.17: 疏集等价定义

以下三点等价:

(1) E 是疏集.

(2) E 不在 X 中的任何一个非空开集中稠密.

(3) ∀B(x,r ) = {z ∈ X : ρ(z, x) ≤ r }必存在开球B(x ′,r ′) ⊂ B(x,r )使得B(x ′,r ′)∩E =
∅.



· 6 · 第一章 度量空间与赋范空间

定义 1.1.18: 第一纲集与第二纲集

设 (X ,ρ)是度量空间, A ⊂ X .若

A =
∞⋃

n=1
En , 其中 En 是疏集,

则 A是 X 中的第一纲集. 不是第一纲集的集合称为第二纲集.

定理 1.1.19: Baire 纲定理

完备的度量空间是第二纲集.

证明. 设 X 是完备度量空间,反设 X 是第一纲集,则存在疏集列 {En}使得

X =
∞⋃

n=1
En .

任取开球 B(x0,r0) ⊂ X ,由于 E1 是疏集,存在 B(x1,r1) ⊂ B(x0,r0)满足 0 < r1 < 1使得

B(x1,r1)∩E1 =∅.

由于 E2 是疏集,对于 B(x1,r1),存在 B(x2,r2) ⊂ B(x1,r1)满足 0 < r2 < 1
2 使得

B(x2,r2)∩E2 =∅.

进而 B(x2,r2)∩
2⋃

i=1
Ei =∅.以此类推,存在 B(xn ,rn) ⊂ B(xn−1,rn−1)满足 0 < rn < 1

n 使

得

B(xn ,rn)∩
n⋃

i=1
Ei =∅.

则 {B(xn ,rn)}是单调下降且直径趋于 0的闭集列. 由于 X 是完备的,则

∞⋂
n=1

B(xn ,rn) = {x}.

则 x ∈ B(xn ,rn),n ≥ 1.故 x 6∈ En(n ≥ 1),矛盾.
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+ 注
使用 Baire 纲定理可以证明 [0,1] 不可数, 因为可数集是第一纲集, 但 [0,1] 是

完备的

1.1.1 应用
推论 1.1.20: 处处不可导的连续函数的存在性

C [0,1]中处处不可导的函数全体 E 是非空的,并且 E c 是第一纲集.

证明. 由于 C [0,1]是完备的赋范空间,由 Baire纲定理知它是第二纲的,因此只需证

明 E c 是第一纲集即可. 记

An =
{

f ∈C [0,1] : ∃x ∈ [0,1],

∣∣∣∣ f (x +h)− f (x)

h

∣∣∣∣≤ n,∀0 < |h| ≤ 1

n

}
,

则 E c ⊂
∞⋃

n=1
An ,下面证明 An 是疏集. 首先证明 An 是闭集. 若 f 6∈ An ,则 ∀x ∈ [0,1],

存在 hx 使得
∣∣ f (x +hx)− f (x)

∣∣> n|hx |且 0 < |hx | ≤ 1
n .由 f 的连续性,存在 x 的邻域

Vx 及 εx > 0使得 ∣∣ f (y +hx)− f (y)
∣∣> n|hx |+2εx , ∀y ∈Vx .

取 Vx1 , · · · ,Vxm 为 [0,1] 的开覆盖, 并记 ε = min
1≤k≤m

εxk , 则当
∥∥g − f

∥∥ < ε 时, 任取 x ∈
[0,1],存在 k 使得 x ∈Vxk ,从而

∣∣g (x +hxk )− g (x)
∣∣≥ ∣∣ f (x +hxk )− f (x)

∣∣−2ε> n
∣∣hxk

∣∣,
因此 g 6∈ An , An 是闭集.

再证 An 没有内点. 为此需要证明 ∀ f ∈ An , 存在 g 6∈ An 但
∥∥ f − g

∥∥ 可以任意
小. 由于多项式全体在 C [0,1] 上稠密, 只需证明对任意多项式 p 以及 ε > 0, 存在

g ∈C [0,1] \ An 且
∥∥p − g

∥∥< ε即可.
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由于 p 是光滑函数,存在 M > 0使得

∣∣p(x +h)−p(x)
∣∣≤ M |h|, ∀|h| ≤ 1

n
.

取 q 为 [0,1] 上的分段线性函数, 满足
∥∥q

∥∥ < ε 且每一段的斜率的绝对值均大于

M +n.此时必有 p +q 6∈ An ,因为如果 p +q ∈ An ,则

∣∣q(x +h)−q(x)
∣∣−M |h| ≤ ∣∣p(x +h)+q(x +h)−p(x)−q(x)

∣∣≤ n|h|

=⇒ ∣∣q(x +h)−q(x)
∣∣≤ (M +n)|h|, ∀|h| ≤ 1

n
,

与 q 的每段斜率绝对值大于 M +n 矛盾.

1.1.2 作业

� 题目1.1.1. 设 C [a,b]上有两个距离

ρ1( f , g ) = max
t∈[a,b]

| f (t )− g (t )| 和 ρ2( f , g ) =
∫b

a

∣∣ f (t )− g (t )
∣∣dt .

验证它们符合距离定义的三个条件,判断并证明它们在 C [a,b]上是否完备.

解答. 正定性: 由绝对值的非负性可得 ρ1 和 ρ2 都非负. 若 ρ1( f , g ) = 0,则

∣∣ f − g
∣∣≤ ρ1( f , g ) = 0 =⇒ f = g (∀t ∈ [a,b]).

若 ρ2( f , g ) = 0,则 f = g a.e.,因为 f , g 都是连续函数,此即 f = g .

对称性:由于 ∀x, y ∈R,都有
∣∣x − y

∣∣= ∣∣y −x
∣∣,因此 ρ1,ρ2 都满足对称性.

三角不等式: 由
∣∣x − y

∣∣≤ |x − z|+ ∣∣z − y
∣∣(∀x, y, z ∈R)可得.

ρ1 是完备的. 设 { fn} ⊂ C [a,b] 为 Cauchy 列, 则 ∀t ∈ [a,b],
∣∣ fm(t )− fn(t )

∣∣ ≤
ρ1( fm , fn) → 0(m,n → ∞). 由实数完备性可知存在 f (t ) ∈ R 使得 fn(t ) → f (t ),∀t ∈
[a,b]. ∀ε> 0,存在 N 使得

∣∣ fm(t )− fn(t )
∣∣< ε, ∀t ∈ [a,b],m,n > N .
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在上式中令 m →∞,则 fn → f .

ρ2 不是完备的,因为若取 fn(t ) = (1−n t−a
b−a )χ[a,a+ b−a

n ](t ),则

ρ2( fn , fm) = b −a

2

∣∣∣∣ 1

m
− 1

n

∣∣∣∣→ 0, m,n → 0.

因此 { fn}是 Cauchy列. 并且

ρ2( f , fn) = b −a

2n
→ 0,

其中 f (t ) =χ{a}(t ) 6∈C [a,b].因此 (C [a,b]⊕R f ,ρ2)中 C [a,b]不是闭集,从而不完备.

� 题目1.1.2. 证明 R上的二元函数 ρ2(x, y) = |x−y|
1+|x−y| 是一个度量,并且与 Euclidean距离

ρ1(x, y) = ∣∣x − y
∣∣等价.

解答. ρ2 满足正定性和对称性,只需验证三角不等式. 注意到

a

1+a
+ b

1+b
− a +b

1+a +b
= ab(2+a +b)

(1+a)(1+b)(1+a +b)
≥ 0, ∀a,b ≥ 0.

故在上式中取 a = |x − z|,b = ∣∣z − y
∣∣可得 ∀x, y, z ∈R,有

ρ2(x, z)+ρ2(z, y) ≥ |x − z|+ ∣∣z − y
∣∣

1+|x − z|+ ∣∣z − y
∣∣ ≥

∣∣x − y
∣∣

1+ ∣∣x − y
∣∣ = ρ2(x, y).

此外,根据

xn
ρ1−→ x ⇐⇒ |xn −x|→ 0 ⇐⇒ 1

1+|x −xn |
→ 1

⇐⇒ |x −xn |
1+|x −xn |

→ 0 ⇐⇒ xn
ρ2−→ x,

故 ρ1 和 ρ2 等价.

� 题目1.1.3. S[a,b]表示 [a,b]上几乎处处有界的可测函数全体.其上的距离定义为

ρ( f , g ) =
∫b

a

∣∣ f − g
∣∣

1+ ∣∣ f − g
∣∣dµ.
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验证 ρ是一个距离,并证明关于 ρ收敛就是依测度收敛,据此得到 (S[a,b],ρ)完备.

解答. 使用与上题同样的不等式可以验证 ρ满足三角不等式.

下面验证依距离收敛当且仅当依测度收敛. 若 fn 依测度收敛到 f , 则 ∀ε ∈
(0,b −a),存在 N 使得当 n > N 时都有

lim
n→∞m(

∣∣ f − fn
∣∣> δ) < δ, 其中 δ= ε

b −a −ε
.

故

ρ( f , fn) ≤
∫b

a

δ

1+δ
= ε, ∀n > N ,

从而 fn 依距离收敛到 f .

反之,若 fn 不依测度收敛到 f ,则存在子列,不妨设还是 { fn}使得

m(
∣∣ f − fn

∣∣> r ) ≥ r, ∀n ≥ 1.

故

ρ( f , fn) ≥ m(
∣∣ f − fn

∣∣> r )
r

1+ r
≥ r 2

1+ r
> 0,

从而 fn 也不依距离收敛到 f .

因此,由于依测度 Cauchy必然依测度收敛,故 ρ也是完备的.

� 题目1.1.4. 设 1 ≤ p <∞证明 Lp [a,b]空间上的度量 ρ 满足度量定义的三个性质,并

证明 Lp 空间完备.

解答. 要证明 Lp [a,b]上的距离 ρ是距离,只需证明 Minkowski不等式:

∥∥ f + g
∥∥

p ≤ ∥∥ f
∥∥

p +∥∥g
∥∥

p , ∀ f , g ∈ Lp [a,b],

上式的证明见附录A.3的定理A.3.5.

下面证明 Lp [a,b]完备. 由于 Lp [a,b]关于范数 ‖·‖p 构成赋范空间, 可以使用

如下引理:

设 X 是赋范空间,并且由
∞∑

n=1
‖xn‖ <∞({xn} ⊂ X )可得出

∞∑
n=1

xn ∈ X .则 X
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完备.

证明: 设 {xn}是一个基本列,则存在子列 {xnk }满足

‖xnk+1 −xnk‖ <
1

2k
, ∀k.

由
∞∑

k=1
‖xnk+1 −xnk‖ ≤

∞∑
k=1

1

2k
= 1 <∞

可知,存在 y =
∞∑

k=1
(xnk+1 − xnk ),也即 x = y + xn1 = lim

k→∞
xnk ,因此 {xnk }收敛,根据基本

列的性质, {xn}也收敛.

下面验证 Lp 满足引理条件.设 { fn} ⊂ Lp 满足
∞∑

n=1
‖ fn‖p <∞(根据积分有限,函

数必几乎处处有限可得). 则 ‖
∞∑

n=1
| fn |‖p ≤

∞∑
n=1

‖ fn‖p <∞ =⇒
∞∑

n=1
| fn(x)| <∞ µ-a.e.

根据实数完备性,存在 f (x) =
∞∑

n=1
fn(x) µ-a.e.并且

‖ f −
N∑

n=1
fn‖p = ‖

∞∑
n=N+1

fn‖p︸ ︷︷ ︸
函数在某零测集上的取值不影响 Lp 范数

≤
∞∑

n=N+1
‖ fn‖p → 0, N →∞.

因此
∞∑

n=1
fn 依范数 ‖ ·‖p 收敛,从而 Lp 完备.

� 题目1.1.5. 设 (X ,ρ) 是度量空间, A ⊂ X . 证明: A 是闭集 (∀x ∈ Ac , 存在 B(x,r ) 使得

B(x,r ) ⊂ Ac )的充要条件是若 {xn} ⊂ A且 xn → x ∈ A,则 x ∈ A.

解答. 必要性: 若 {xn} ⊂ A并且 xn → x 6∈ A.存在 r > 0使得 B(x,r ) ⊂ Ac ,而 xn → x,故

存在充分大的 N 使得 xN ∈ B(x,r ),矛盾.

充分性: 反设存在 x ∈ Ac 但 ∀r > 0,存在 xr ∈ B(x,r ) ∈ A.则取 r = 1
n 可得趋于

x 的 A中点列,从而 x ∈ A,矛盾.

� 题目1.1.6. 证明: 对度量空间 (X ,ρ)的任意子集 A,都有 diamA = diamA.

解答. 由于 A ⊂ A,有 diamA ≤ diamA.还需证明 diamA ≤ diamA.任取 x, y ∈ A,由于
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A在 A中稠密, ∀ε> 0,存在 xε, yε ∈ A使得

ρ(x, xε) < ε, ρ(y, yε) < ε.

从而

ρ(x, y) ≤ ρ(x, xε)+ρ(xε, yε)+ρ(yε, y) ≤ diamA+2ε,

由于上式对 ∀x, y ∈ A, 成立, 故 diamA ≤ diamA + 2ε. 最后根据 ε 的任意性可得

diamA ≤ diamA.

� 题目1.1.7. 证明以下三点等价:

(1) E 是疏集,也即 E
◦ =∅.

(2) E 不在 X 的任何一个非空开集中稠密.

(3) ∀B(x,r ),存在开球 B(x ′,r ′) ⊂ B(x,r )使得 B(x ′,r ′)∩E =∅.

解答. (1)=⇒ (2): 若存在非空开集 G 使得 G ⊂ E ,则 E 6=∅, E 不是疏集.

(2) =⇒ (3): 任取 B(x,r ), 由于 E 不在 B(x,r ) 中稠密, 故 B(x,r ) 6⊂ E , 从而存在

x ′ 6∈ E 但 x ′ ∈ B(x,r ). 而 E
c 是开集, 故存在 r ′ 使得 B(x ′,r ′) ⊂ E

c
, 取 r ′ 充分小使得

B(x ′,r ′) ⊂ B(x,r )即可.

(3)=⇒ (1): 反设 E
◦ 6=∅,则存在 B(x,r ) ⊂ E ,矛盾.

1.2 完备化

对任意度量空间,都存在一个它的完备化空间,并且这个完备的空间是唯一的.
例 1.2.1: 一些完备化的例子

(1) 从 Q到 R的完备化过程: 将有理数中的 Cauchy列在某种意义下视作一个

数,就是实数.

(2) 由 Riemann积分到 Lebesgue积分: 从 (几乎处处)连续函数到 L1 可积函数.

(3) PDEs: 光滑函数到 Sobolev空间.
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定义 1.2.2: 连续函数

设 (X1,ρ1)和 (X2,ρ2)是度量空间, T : X1 → X2.若对任意的 {xn} ⊂ X1, x ∈ X1 满

足 ρ1(xn , x) → 0,都有 ρ2(T xn ,T x) → 0,则称 T 是从 X1 到 X2 的连续函数.

+ 注
T 连续 ⇐⇒ ∀ε > 0 和 x0 ∈ X1, 存在 δ > 0 使得当 ρ1(x0, x) < δ 时都有

ρ1(T x,T x0) < ε.

定义 1.2.3: 等距映射

设 (X1,ρ1), (X2,ρ2)是度量空间, T : X1 → X2.若

ρ1(x, x ′) = ρ2(T x,T x ′), ∀x, x ′ ∈ X1,

则称 T 是从 X1 到 X2 的等距映射.若 T 还是满射,则 T 称为等距同构映射,此

时称 X1 和 X2等距同构.

定义 1.2.4: 完备化空间

设 (X ,ρ)是度量空间. 若存在完备的度量空间 X1 使得 X 等距同构于 X1 的一

个稠密子空间,则称 X1 是 X 的完备化空间.

定理 1.2.5: 完备化定理

每个度量空间必存在一个完备化空间.

+ 注
在等距同构意义下, 完备化空间是唯一的, 也即任意两个完备化空间都等距同

构.

证明过程需要使用等价关系的概念. 等价关系就是满足自反性 (a ∼ a), 对称

性 (a ∼ b =⇒ b ∼ a) 以及传递性 (a ∼ b,b ∼ c =⇒ a ∼ c) 的关系.

证明. 设 (X ,ρ)是度量空间. 令 X1 是 X 中的所有 Cauchy列组成的集合.

定义等价关系: ∀{xn}, {yn} ∈ X1,若 ρ(xn , yn) → 0,则称 {xn} ∼ {yn}.易验证 ∼是
一个等价关系,记 X1 按 ∼分类形成 X2,其中元素为等价类.
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在 X2 中定义 X2 上的二元函数

ρ2([x], [y]) := lim
n→∞ρ(xn , yn), 其中 x = {xn}, y = {yn}.

上述极限必存在,因为

∣∣ρ(xn , yn)−ρ(xm , ym)
∣∣≤ ρ(yn , ym)+ρ(xn , xm)

以及 {xn}和 {yn}都是 Cauchy列,因此 ρ(xn , yn)是 R上的 Cauchy列,从而有极限.

取 {x ′
n} ∈ [x], {y ′

n} ∈ [y],则由

∣∣ρ(xn , yn)−ρ(x ′
n , y ′

n)
∣∣≤ ρ(xn , x ′

n)+ρ(yn , y ′
n)

以及右端两项均趋于 0可知, ρ2 的取值与代表元的选取无关. 易证 ρ2 是 X2 的一个

度量.

对于 x ∈ X ,令 ξx := (x, x, · · · ),则 [ξx] ∈ X2.作映射

T : X → X2, x 7→ [ξx].

由于

ρ2(T x,T y) = ρ2([ξx], [ξy ]) = lim
n→∞ρ(x, y) = ρ(x, y),

则 T 是从 X 到 X2 的等距映射.

下面证明 (X2,ρ2)是 (X ,ρ)的完备化空间. 首先证明 R(T ) = T (X )(R(T )指 T 的

值域,即 Range of T )在 X2 中稠密. ∀[x] ∈ X2(x = {xn}),由于

ρ2(T xn , [ξ]) = lim
j→∞

ρ(xn , x j ) → 0, n →∞,

故 T xn → [ξ].

最后证明 (X2,ρ2)完备. 设 [x(n)]是 X2 中的 Cauchy列. 由于 T (X )在 X2 中稠
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密, ∀n ∈N,存在 xn ∈ X 使得 ρ2(T xn , [x(n)]) < 1
n .因为当 m,n →∞时,

ρ2(T xn ,T xm) ≤ ρ2(T xn , [x(n)])+ρ2([x(n)], [x(m)])+ρ2([x(m)],T xm)

≤ 1

n
+ρ2([x(n)], [x(m)])+ 1

m
→ 0,

故 ρ(xn , xm) = ρ2(T xn ,T xm) → 0,即 {xn}是 X 中的 Cauchy列. 记 x = {xn},则

ρ2([x(n)], [x]) ≤ ρ2([x(n)],T xn)+ρ2(T xn , [x]) ≤ 1

n
+ lim

j→∞
ρ(xn , x j ), n →∞,

故 [x(n)] → [x],从而 X2 完备.
例 1.2.6: 多项式空间的完备化

记 P [a,b]为 [a,b]上多项式全体,其上定义距离 ρ( f , g ) = max
t∈[a,b]

∣∣ f (t )− g (t )
∣∣,根

据Weierstrass逼近定理, P [a,b]的完备化空间是 C [a,b].

+ 注
Weierstrass逼近定理:设 −∞< a < b <∞,则 P [a,b] =C [a,b].该定理的证明见

附录A.2.

例 1.2.7: C 1
0 (0,1)

记 C 1
0 (0,1) := { f ∈C 1(0,1) : supp f ⊂ (0,1)},其中 supp f = {

t ∈ (0,1) : f (t ) 6= 0
}
为 f

的支集 (Support). 对 x, y ∈C 1
0 (0,1),定义

ρ(x, y) :=
(∫1

0

∣∣x(t )− y(t )
∣∣2dt +

∫1

0

∣∣x ′(t )− y ′(t )
∣∣2dt

) 1
2

.

则 (C 1
0 (0,1),ρ)是度量空间,但不完备.

+ 注
C 1

0 (0,1) 就是连续可微且在 0 以及 1 附近为 0 的函数.
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1.2.1 作业

� 题目1.2.1. 设 (X1,ρ1)和 (X2,ρ2)是度量空间, T : X1 → X2.证明: T 连续 ⇐⇒ ∀ε > 0

和 x0 ∈ X1,存在 δ> 0使得当 ρ1(x0, x) < δ时都有 ρ1(T x,T x0) < ε.

解答. 若 T 连续, 反设存在 ε > 0,{xn} ⊂ X , 使得 r (x0, xn) < 1
n ,r (T x0,T xn) ≥ ε. 此时

xn → x0 但 T xn 6→ T x0,矛盾.

反之, 对于 X 中的点列 {xn} 和点 x0 满足 xn → x0, 任取 ε > 0 以及对应的 δ,

存在 N 使得 n > N 时都有 ρ(x0, xn) < δ,从而 r (T x0,T xn) < ε,由极限定义不难得出

T x → T x0.

� 题目1.2.2. 证明完备化定理中的 ρ2 是 X2 中的一个度量.

解答. 首先验证 ρ2 满足正定性. 设 ρ2([x], [y]) = 0,此即

lim
n→∞ρ(xn , yn) = 0,

也即 x ∼ y, [x] = [y].根据 ρ的非负性和对称性可知 ρ2 也是非负且对称的.

对 [x], [y], [z] ∈ X2,有

ρ2([x], [y]) = lim
n→∞ρ(xn , yn) ≤ lim

n→∞
(
ρ(xn , zn)+ρ(zn , yn)

)
= lim

n→∞ρ(xn , zn)+ lim
n→∞ρ(zn , yn) = ρ2([x], [z])+ρ2([z], [y]),

因此满足三角不等式.

� 题目1.2.3. 证明在等距同构意义下,完备化空间是唯一的.

解答. 设 (X ,ρ)的完备化空间为 (X1,ρ1)和 (X2,ρ2).则存在从 X 分别到 X1, X2 的等

距映射 T1 和 T2,并且 T1(X ) = T2(X ).任取 y1 ∈ X1,存在 xn ∈ X 使得 T1xn → y1.则

ρ2(T2xn ,T2xm) = ρ(xn , xm) → 0, m,n →∞,

故 {T2xn}是 X2 中的 Cauchy列,由 X2 完备知,存在 y2 ∈ X2 使得 T2xn → y2.定义从
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X1 到 X2 的映射 T 满足 T y1 = y2.则

ρ1(y1, y ′
1) = lim

n→∞ρ(xn , x ′
n) = lim

n→∞ρ2(T2xn ,T2x ′
n) = ρ2(y2, y ′

2),

其中 xn , x ′
n ∈ X 使得 Ti xn → yi ,Ti x ′

n → y ′
i (i = 1,2).故 T 是 X1, X2 之间的等距同构.

� 题目1.2.4. (本题中函数相等在几乎处处意义下讨论) 记 C 1
0 (0,1) := { f ∈ C 1(0,1) :

supp f ⊂ (0,1)},其中

supp f = {t ∈ (0,1) : f (t ) 6= 0}

为 f 的支集 (Support). 定义

ρ(x, y) :=
(∫1

0

∣∣x(t )− y(t )
∣∣2dt +

∫1

0

∣∣x ′(t )− y ′(t )
∣∣2dt

) 1
2

, x, y ∈C 1
0 (0,1).

(1) 证明: (C 1
0 (0,1),ρ)是度量空间,但不完备.

(2) 如何刻画 (C 1
0 (0,1),ρ)的完备化空间?

(3) 记 X 是 C 1
0 (0,1)的完备化空间,证明 X ⊂C [0,1].

解答. 定义 C 1
0 (0,1)中的范数

‖x‖2 =
∫1

0
|x|2 + ∣∣x ′∣∣2, x ∈C 1

0 (0,1),

与 ρ的定义一致,即 ρ(x, y) = ∥∥x − y
∥∥.

(1)正定性和对称性显然满足,在

√∫1

0

∣∣ f
∣∣2 + ∣∣ f ′∣∣2 +

√∫1

0

∣∣g ∣∣2 + ∣∣g ′∣∣2

2

=
∫1

0

∣∣ f
∣∣2 + ∣∣ f ′∣∣2 +2

√∫1

0

∣∣ f
∣∣2 + ∣∣ f ′∣∣2

√∫1

0

∣∣g ∣∣2 + ∣∣g ′∣∣2 +
∫1

0

∣∣g ∣∣2 + ∣∣g ′∣∣2

≥
∫1

0

∣∣ f
∣∣2 + ∣∣ f ′∣∣2 +

∫1

0

∣∣g ∣∣2 + ∣∣g ′∣∣2

中取 f = x − z, g = z − y 可得三角不等式.
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反例: 记

f (x) =
∫x

0
χ[ 1

3 , 2
3 ](t )dt ,

以及

fn(x) =
∫x

0

(
(3nt −n +1)χ( 1

3− 1
3n , 1

3 )(t )

+χ[ 1
3 , 2

3 ](t )+ (2n +1−3nt )χ( 2
3 , 2

3+ 1
3n )(t )

)
dt .

则 fn ∈C 1
0 (0,1),

∥∥ f − fn
∥∥→ 0但 f 6∈C 1

0 (0,1).

(2)下面证明

X =W 1,2
0 [0,1] := {x ∈ L2[0,1] : x 绝对连续且 x(0) = x(1) = 0}.

对 ∀x ∈W 1,2
0 [0,1],定义

xn(t ) = x(
nt −1

n −2
)χ[ 1

n ,1− 1
n ](t ), t ∈ [0,1],n ≥ 3.

则由 Lebebesgue控制收敛定理和 x 绝对连续, ‖x −xn‖→ 0,因此W 1,2
0 [0,1] ⊂ X .

下面分两步证明 X ⊂ W 1,2
1 [0,1]. 首先证明 ∀x ∈ X , x 绝对连续. 取 {xn} 为

C 1
0 (0,1) 中的 Cauchy 列, 则 {xn} 和 {x ′

n} 都是 L2[0,1] 中的 Cauchy 列, 在 L2 范数下

的极限分别是 x 和 u∗,并记

u(t ) =
∫t

0
u∗(s)ds, ∀t ∈ [0,1].

注意到 ∀φ ∈C 1
0 (0,1),有

∫1

0
u(t )φ′(t )dt =

∫1

0

∫t

0
u∗(s)dsφ′(t )dt

=
∫1

0
u∗(s)

∫1

s
φ′(t )dtds =−

∫1

0
u∗(s)φ(s)ds,
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而由与上式同样的推导以及强收敛必弱收敛可得

−
∫1

0
u∗φ=− lim

n→∞

∫1

0
x ′

nφ= lim
n→∞

∫1

0
xnφ

′ =
∫1

0
xφ′ =

∫1

0
uφ′,

上式对 ∀φ ∈C 1
0 (0,1)均成立,因此 x = u + constant,故 x 就是 {xn}依范数 ‖·‖收敛的

极限,绝对连续.

最后证明 x(0) = x(1) = 0. 由 (3) 中的结论: ‖x‖∞ ≤ p
2‖x‖(∀x ∈ X ), 故 x 还是

C 1
0 (0,1)中的一致收敛的极限,因此由每个 xn 在 0,1处的函数值均为 0可得 x 的这

些值也为 0.

(3)任取 x ∈C 1
0 (0,1),由积分中值定理,存在 t0 ∈ (0,1)使得

x(t0) =
∫1

0
x(t )dt ,

从而 ∀t ∈ [0,1],

|x(t )| =
∣∣∣∣x(t0)+

∫t

t0

x ′(s)ds

∣∣∣∣≤∫1

0
|x|+ ∣∣x ′∣∣

≤
(∫1

0
|x|2 + ∣∣x ′∣∣2

) 1
2
(∫1

0
12 +12

) 1
2

=p
2‖x‖.

故 ‖x‖∞ ≤p
2‖x‖(∀x ∈ X ),而 (C [0,1],‖·‖∞)完备,因此 X ⊂C [0,1].

1.3 列紧集

1.3.1 列紧集,完全有界集和可分空间

在 Rn 中有界列必有收敛子列, 但这一点其他度量空间中未必成立, 下面是一

些例子.
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例 1.3.1: l 2 中没有收敛子列的有界列

l 2 := {{xn} :
∞∑

n=1
|xn |2 <∞}.其上定义距离

ρ(x, y) :=
( ∞∑

n=1

∣∣xn − yn
∣∣2

) 1
2

, x = {xn}, y = {yn}.

则 l 2 中的有界列未必有收敛子列.

证明. 记

e(n) := (0, · · · ,0,1︸ ︷︷ ︸
n

,0, · · · ), n ≥ 1,

则 e(n) ∈ l 2.并记 e := (0,0, · · · ) ∈ l 2 则 e(n) ∈ B(e,2),故 {e(n)}是 l 2 中的有界列,并且

ρ(e(m),e(n)) =p
2 > 0, ∀m 6= n,

故 {e(n)}有界但是没有收敛子列.
例 1.3.2: L2[0,2π] 中没有收敛子列的有界列

{e i nθ}∞n=−∞满足 ρ(e i nθ,e i mθ) =p
4π并且 ρ(e i nθ,0) =p

2π(∀m 6= n).

例 1.3.3: C [0,1] 中没有收敛子列的有界列

在 C [0,1]定义距离

ρ( f , g ) := max
t∈[0,1]

∣∣ f (t )− g (t )
∣∣,

则函数列

fn(t ) = (1−nt )χ[0, 1
n )(t ), n ≥ 1, t ∈ [0,1]

有界但是没有收敛子列.

定义 1.3.4: 列紧集, 自列紧集与列紧空间

设 (X ,ρ)为度量空间, A ⊂ X .若 A中任意点列在 X 中均有收敛子列,则称 A是

X 中的列紧集. 若收敛的极限点仍在 A中,则称 A是自列紧集. 若 X 是列紧的,

则称 X 是列紧空间.
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性质 1.3.5: 列紧集的性质

设 (X ,ρ)是度量空间.

(1) 有限点集是列紧集.

(2) 列紧集的子集是列紧集.

(3) 列紧空间必完备.

(4) Rn 中,有界集与列紧集等价,有界闭集与自列紧集等价.

定义 1.3.6: ε-网与有穷 ε-网

设 (X ,ρ)为度量空间, M ⊂ X , ε> 0, N ⊂ M .若 ∀x ∈ M ,存在 y ∈ N 使得 ρ(x, y) <
ε,则称 N 是 M 的ε-网,若 N 还是有穷集,则称 N 是 M 的有穷 ε-网.

+ 注
N 是 M 的 ε-网相当于 ⋃

y∈N
B(y,ε) ⊃ M .

定义 1.3.7: 完全有界集

设 (X ,ρ) 是度量空间, M ⊂ X . 若 ∀ε > 0, 总存在 M 的一个有穷 ε-网, 则称 M

是完全有界集.

+ 注
不难看出完全有界集一定有界, 完全有界集的子列依然完全有界.

定理 1.3.8: 完全有界的充要条件

设 (X ,ρ) 是度量空间, A ⊂ X . 则 A 是完全有界集当且仅当 A 中任何点列 {xn}

必有一个 Cauchy子列.

证明. 必要性: 设 {xn} ⊂ A,不妨设其中元素两两互异. 由于 A 完全有界,则对于有穷

1-网,必存在 y1 ∈ A 使得 B(y1,1)中含有 {xn}中无穷多个元素 {x(1)
n },对 1

k−网,存在
yk ∈ A 使得 B(yk , 1

k )中含有 {x(k−1)
n }中的无穷多个元素 {x(k)

n },k ≥ 2.则 {x(n)
n }是 {xn}

的子列,满足

ρ(x(n)
n , x(n+p)

n+p ) ≤ ρ(x(n)
n , x(n+p)

n )+ρ(x(n+p)
n , x(n+p)

n+p ) ≤ 2

n
+ 2

n +p
, ∀n, p ≥ 1,
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最后一个不等式成立是因为 x(n)
n 和 x(n+p)

n 都在 B(yn , 1
n ) 中, x(n+p)

n 和 x(n+p)
n+p 都在

B(yn+p , 1
n+p 中,因此 {x(n)

n }是 Cauchy列.

充分性: 反证法. 假设 A 不是 X 中的完全有界集,则存在 ε0 > 0使得 A 没有有

穷 ε0−网. 任取 x1 ∈ A,则存在 x2 ∈ A \ B(x1,ε0),存在

xk ∈ A \
k−1⋃
j=1

B(x j ,ε0), ∀k ≥ 2,

由此得到点列 {xk }使得其中任意两点距离均不小于 ε0,因此没有 Cauchy子列,矛盾.

推论 1.3.9

在一般的度量空间中,列紧集一定完全有界. 在完备度量空间中,列紧集等价于

完全有界集.

证明. 由定理1.3.8易得.
定理 1.3.10

设 (X ,ρ)是度量空间,若 X 中的每个完全有界集都是列紧的,则 X 必完备.

证明. 设 {xn}是 X 中的 Cauchy列,则由定理1.3.8可知 {xn}完全有界,因此列紧,从而

{xn}有收敛子列. 而 Cauchy列若子列收敛,本身也收敛,故 {xn}收敛, X 完备.
定义 1.3.11: 可分空间

设 (X ,ρ)是度量空间,若 X 中存在可数稠密子集,则称 X 是可分的.

+ 注
也即存在点列 {xn} 使得 {xn} = X .

定理 1.3.12

设 (X ,ρ)是完全有界的度量空间,则 X 是可分的.

证明. 令 Nn 为 X 的有穷 1
n−网,则 ∞⋃

n=1
Nn

是 X 的可数稠密子集.
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例 1.3.13

Rn 是可分的,因为 Rn 中所有有理点 (p1, · · · , pn), p1, · · · , pn ∈Q构成一个可数稠

密子集.

例 1.3.14

C [a,b] 是可分的, 因为由 Weierstrass 逼近定理, 多项式在 C [a,b] 中稠密, 而有

理多项式在多项式中稠密,因此也在 C [a,b]中稠密.

例 1.3.15

Lp [a,b](1 ≤ p <∞) 是可分的, 因为阶梯型函数在 Lp [a,b] 中稠密, 分点为有理

数的阶梯型函数是可数的,因此是可数稠密子集. 分点为有理点的阶梯型函数

形式如下

f =
n∑

k=1
αkχ(qk−1,qk ),

其中 q0 ≤ q1 ≤ ·· · ≤ qn 且均为有理数.

当 p =∞时, L∞[a,b]不可分.

例 1.3.16

l p (1 ≤ p <∞)可分,但 l∞ 不可分.其中

l∞ := {{xn} : sup
n≥1

|xn | <∞},

其上的距离为

ρ(x, y) = sup
n≥1

∣∣xn − yn
∣∣, x = {xn}, y = {yn}.

证明. 当 p <∞时,见习题.
当 p =∞时,令

S := {{xn} : xn = 0或1,∀n ≥ 1},

则 S ⊂ l∞.则 S 不可数并且 ρ(x, y) = 1(∀x 6= y ∈ S).
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反设 l∞ 可分,则存在可数稠密子集 {e(n)}∞1 ,从而

S =
∞⋃

n=1
B(e(n),

1

3
)∩S,

但 S 中任意两点间的距离均为 1, 不可能在同一个球 B(e(n), 1
3 ) 内, 因此上式右侧至

多可数,而左侧不可数,矛盾.

1.3.2 紧集
定义 1.3.17: 紧集

设 (X ,ρ)是度量空间, A ⊂ X .若 A 的任意开覆盖都有有限子覆盖,则称 A 是紧

集.

性质 1.3.18

度量空间中的紧集都是闭集.

证明. 设 A是度量空间 (X ,ρ)中的紧集. 任取 x0 ∈ Ac ,则

⋃
x∈A

B(x,rx) ⊃ A

构成一个 A 的开覆盖,其中 rx = 1
3ρ(x, x0).由 A 是紧集可知,存在 x1, · · · , xn ∈ A 以及

rx1 , · · · ,rxn 使得

A ⊂
n⋃

k=1
B(xk ,rxk ).

对上式两边同时取余集可得

V =
n⋂

k=1
B(xk ,rxk )c ⊂ Ac ,

由于 x0 6∈ B(x,rx),∀x ∈ A,故 x0 ∈ V ,而 V 包含 x0 的一个开领域. 故 x0 ∈ (Ac )◦,从而

Ac 是开集, A是闭集.
性质 1.3.19

度量空间中紧集的闭子集还是紧集.
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证明. 设 A是 (X ,ρ)中的紧集, B 是 A的闭子集. 设

⋃
α

Bα ⊃ B

是 B 的开覆盖,则由 B 是闭集,

B c ∪⋃
α

Bα ⊃ A

是 A的开覆盖. 根据 A的紧性,有

B c ∪
n⋃

k=1
Bαk ⊃ A

是 A的有限覆盖,从而
n⋃

k=1
Bαk ⊃ B

是 B 的有限覆盖. 因此 B 是紧集.
性质 1.3.20

设 A 是 (X ,ρ)中的紧集, {Fλ}λ∈Λ ⊂ A 为闭集,并且其中任意有限个的交集非空,

也即
n⋂

k=1
Fλk 6=∅, ∀n ∈N,∀λ1, · · · ,λn ∈Λ.

则
⋂
λ∈Λ

Fλ 6=∅.

证明. 反设 ⋂
λ∈Λ

Fλ =∅,则 ⋃
λ∈Λ

F c
λ = X ⊃ A

构成 A的开覆盖. 而 A是紧集,因此存在 λ1, · · · ,λn ∈Λ使得

n⋃
k=1

F c
λk

⊃ A,

对上式取余集可得
n⋂

k=1
Fλk ⊂ Ac .
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而上式左侧是 A 的子集,并且非空,故存在 x ∈ A 使得 x 在上式左侧中,从而也属于

上式右侧,也即 x ∈ A∩ Ac =∅,矛盾.
引理 1.3.21

设 (X ,ρ)是度量空间, A 是 X 中的闭集. 若对于 A 的闭子集族 {Fλ}λ∈Λ 满足其

中任意有限个的交集非空,都有

⋂
λ∈Λ

Fλ 6=∅.

则 A是紧集.

证明. 设 {Vσ}σ∈Σ 是 A的开覆盖. 则

⋂
σ∈Σ

V c
σ ⊂ Ac ,

上式两侧同时与 A取交集可得

A∩ ⋂
σ∈Σ

V c
σ ⊂∅,

此即 ⋂
σ∈Σ

A \Vσ =∅.

而 {A \Vσ}σ∈Σ 是 A的闭子集族,故必存在 σ1, · · · ,σn ∈Σ使得

n⋂
k=1

A \Vσk =∅ =⇒ A∩
n⋂

k=1
V c
σk

=∅ =⇒
n⋂

k=1
V c
σk

⊂ Ac =⇒ A ⊂
n⋃

k=1
Vσk .

故存在有限子覆盖, A是紧集.
引理 1.3.22

设 A是度量空间 (X ,ρ)中的紧集, {xn} ⊂ A两两互异,则 {xn}必存在聚点.

+ 注
点列有聚点即有收敛子列, 从而紧集是列紧的, 而紧集还是闭的, 因此紧集必

是自列紧集.
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证明. 反证法. 反设 {xn}没有聚点,则 ∀q ∈ A,存在 q 的领域 Vq 使得 Vq ∩ {xn}中至

多有一个元素. 注意到

A ⊂ ⋃
q∈A

Vq

以及 A是紧集,则存在有限子覆盖

A ⊂
n⋃

k=1
Vqk ,

而上式中, 因为 {xn} 两两互异且包含于 A, A 中有 {xn} 中无穷多个点. 但右侧每个

Vqk 至多有 {xn}中一个点,从而右侧至多有 {xn}中有限多个点,矛盾.
引理 1.3.23

设 (X ,ρ)是度量空间, A ⊂ X .若 A是自列紧集,则 A必是紧集.

+ 注
此引理及引理1.3.22可推出度量空间中紧集和自列紧集等价.

证明. 反证法. 对于 A 的一个开覆盖
⋃

λGλ ⊃ M ,反设其不存在有限覆盖. 由于 A 是

自列紧的,因此 A作为一个度量空间是完备的,从而是完全有界的. 记 A的一个有穷
1
n 网为 Nn ,则

A ⊂ ⋃
y∈Nn

B(y,
1

n
).

因此, ∀n,存在 yn ∈ Nn 使得 B(yn , 1
n )不能被有限多个Gλ覆盖. 对于 {yn} ⊂ A,必然存

在子列 {ynk }收敛到 A中的点 y0 ∈Gλ0 .由Gλ0是开集知存在 δ> 0使得 B(y0,δ) ⊂Gλ0 .

取 k 使得 nk > 2
δ

,并且 ρ(ynk , y0) < δ
2 ,则

ρ(x, y0) ≤ ρ(x, ynk )+ρ(ynk , y0) ≤ 1

nk
+ δ

2
< δ, ∀x ∈ B(ynk ,

1

nk
).

因此

B(ynk ,
1

nk
) ⊂ B(y0,δ) ⊂Gλ0 ,

这与每个 B(yn , 1
n )不能被有限个 Gλ 覆盖矛盾.
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定理 1.3.24

度量空间中,紧集与自列紧集等价.

证明. 由引理1.3.22和引理1.3.23可得.

1.3.3 Arzela-Ascoli定理
定义 1.3.25: M 与 C (M)

设 (M ,ρ)是度量空间,若 M 本身是一个紧集,则称 M 为紧度量空间. 记 C (M)

为所有定义域为 M 的连续函数全体,在其上定义距离为

d(x, y) = max
t∈M

∣∣x(t )− y(t )
∣∣, x, y ∈C (M),

并且 C (M)是完备的.

+ 注
连续函数在紧集上能取到最大值以及 C (M) 的完备性留作习题.

定义 1.3.26: 一致有界和等度连续

设 M 是紧度量空间, F ⊂C (M).

若存在 α> 0使得

|x(t )| ≤α, ∀x ∈ F,

则称 F 是一致有界的.

若 ∀ε> 0,存在 δ> 0使得

|x(t1)−x(t2)| < ε, ∀t1, t2 ∈ M ,ρ(t1, t2) < δ,∀x ∈ F,

则称 F等度连续.

+ 注
一致有界即 F 在 C (M) 中对于其中的度量 d 而言有界.
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定理 1.3.27: Arzela-Ascoli 定理

设 (M ,ρ)是紧度量空间, F ⊂C (M).则 F 在 C (M)中列紧的充要条件是 F 等度

连续并且一致有界.

证明. 必要性: 设 F 在 C (M)中列紧,则 F 完全有界,从而一致有界. 还需证明等度连

续. ∀ε> 0,取 y1, · · · , yn 为 F 的 ε
3 网. 存在 δk > 0使得

∣∣yk (t )− yk (t ′)
∣∣< ε

3
, ∀t , t ′ ∈ M ,ρ(t , t ′) < δk .

记 δ= min
1≤k≤n

δk ,则 ∀x ∈ F,存在 yk 使得 x ∈ B(yk , ε3 ),从而

∣∣x(t )−x(t ′)
∣∣≤∣∣x(t )− yk (t )

∣∣+ ∣∣yk (t )− yk (t ′)
∣∣+ ∣∣yk (t ′)−x(t ′)

∣∣
≤2d(x, yk )+ ∣∣yk (t )− yk (t ′)

∣∣< 2ε

3
+ ε

3
= ε, ∀ρ(t , t ′) < δ.

因此 F 等度连续.

充分性: 由于 C (M)完备的,而完备空间中列紧与完全有界等价,故只要证明 F

完全有界. 以下三种方法中,方法一和方法二证明 F 完全有界,方法三直接证明 F 列

紧.

方法一.由于 M 是紧度量空间,则 ∀δ> 0,存在有穷 δ网 {t1, · · · , tNδ
}.令

S := {(x(t1), · · · , x(tNδ
)) ∈RNδ : x ∈ F }.

由于 F 一致有界,则若 α> 0是 F 的一个上界,则
p

Nδα是 S的一个上界, S在 RNδ是

有界的. 而有限维 Euclidean中有界与完全有界等价,故 S在 RNδ 中完全有界. ∀ε> 0,

S 存在有穷 ε网 { (x1(t1),··· ,x1(tNδ
)),

(x2(t1),··· ,x2(tNδ
)),

·················· ,
(xk (t1),··· ,xk (tNδ

)).

}

下面证明 x1, · · · , xk 构成 F 的有穷 3ε网. ∀x ∈ F, (x(t1), · · · , x(tNδ
)) ∈ S.存在 x j 使得

∣∣x(ti )−x j (ti )
∣∣
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≤∣∣(x(t1), · · · , x(tNδ
))− (x j (t1), · · · , x j (tNδ

))
∣∣

=
√√√√ Nδ∑

i=1

∣∣x(ti )−x j (ti )
∣∣2 < ε, ∀i = 1,2, · · · , Nδ.

则

∣∣x(t )−x j (t )
∣∣≤ |x(t )−x(ti )|+ ∣∣x(ti )−x j (ti )

∣∣+ ∣∣x j (ti )−x j (t )
∣∣< ε+ε+ε= 3ε.

其中,为了使上式第一项和第三项 < ε,取 δ使得

∣∣x(t )−x(t ′)
∣∣< ε, ∀x ∈ F,∀t , t ′ ∈ M ,ρ(t , t ′) < δ.

因此 x1, · · · , xk 的确构成 F 的 3ε网, F 在 C (M)中列紧.

方法二.给定 ε> 0,存在 δ> 0,使得

|x(s)−x(t )| ≤ ε

4
, ∀ρ(s, t ) < δ, x ∈ F.

取M 中元素 t1, t2, · · · , tn 构成M 的一个 δ网,由 F 一致有界知
n⋃

k=1
F (tk )在 R中有界,

其中 F (t ) = {x(t ) ∈ R : x ∈ F }. R中的有界集一定是完全有界的,因此存在
n⋃

k=1
F (tk )的

一个有限 ε
4 网 β1,β2, · · · ,βm .

记 Lφ 为所有从 {1, · · · ,n}到 {1, · · · ,m}的映射 φ构成的集合. 又记

Fφ = {x ∈ F : |x(tk )−βφ(k)| <
ε

4
,∀1 ≤ k ≤ n}.

显然 F = ⋃
φ∈Lφ

Fφ.任取 x, y ∈ Fφ,则

|x(t )− y(t )|
≤|x(t )−x(tk )|+ |x(tk )−βφ(k)|+ |βφ(k) − y(tk )|+ |y(tk )− y(t )| < ε.

因此同一个 Fφ 中任意两点距离小于 ε,而 Lφ 是有限集,因此从每个 Fφ 中取一个元



1.3 列紧集 · 31 ·

素 (有些 Fφ 可能为空集,此时不取)便得到 F 的一个 ε网.

方法三. 因为紧度量空间 M 完全有界,而由定理1.3.12知完全有界集可分,故 M 是可

分的,记 {tk }是 M 的一个可数稠密子集.

设 {xn} ⊂ F,要证明 {xn}存在收敛子列. 对 t1,因为 F 完全有界,故

sup
n≥1

|xn(t1)| ≤ sup
x∈F

‖x‖ <∞,

{xn(t1)}是 R上的有界列,必有子列 {x(1)
n (t1)}收敛于 α1 ∈ R.对 {x(1)

n }和 t2 重复该过

程,得到 {x(1)
n }的子列使得 {x(2)

n (t2)}收敛于 α2 ∈R.以此类推,存在 {x(k)
n }使得

x(k)
n (tk ) →αk , ∀k ≥ 1.

记 yn = x(n)
n 为第 n 个子列的第 n 项,则 ∀tk ,当 n →∞时

yn(tk ) →αk .

下面证明 {xn}的子列 {yn}收敛,由于 C (M)完备,只需证明 {yn}是 Cauchy列. 由于

F 等度连续,给定 ε> 0,取 δ> 0使得

∣∣x(t )−x(t ′)
∣∣< ε

3
, ∀t , t ′ ∈ M ,ρ(t , t ′) < δ,∀x ∈ F.

对此 δ> 0,由定理1.3.12的证明过程不难看出,存在 {tk }中的有限多个 t1, · · · , tk0 使得

其构成 M 的 δ网.而 yn(tk ) →αk ,故存在充分大的 N 使得

∣∣yn(tk )− ym(tk )
∣∣< ε

3
, ∀m,n > N ,∀k ≤ k0.

∀t ∈ M ,存在 k ≤ k0 使得 ρ(t , tk ) < δ,故

∣∣yn(t )− ym(t )
∣∣

≤∣∣yn(t )− yn(tk )
∣∣+ ∣∣yn(tk )− ym(tk )

∣∣+ ∣∣ym(tk )− ym(t )
∣∣
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<ε

3
+ ε

3
+ ε

3
= ε, ∀m,n > N .

上式即
∥∥yn − ym

∥∥< ε,∀m,n > N ,故 {yn}是 C (M)中的 Cauchy列.
定理 1.3.28: l p 中列紧集等价条件

设 1 ≤ p <∞, A ⊂ l p .则 A列紧的充要条件为

(1) A在 l p 中有界;

(2) ∀ε> 0,存在 N > 0使得

∞∑
n=N+1

|xn |p < ε, ∀x = {xn} ∈ l p .

证明. 留作习题, Lp 空间中列紧的等价条件见附录A.4.

1.3.4 作业

� 题目1.3.1. 证明 l p (1 ≤ p <∞)可分.

解答. 记 E 为只有有限项不为 0且所有项均为有理数的数列,也即

E =
∞⋃

n=1
(Qn × {0}N\{1,2,··· ,n}),

因此 E 是一个可数集. 下面证明对 1 ≤ p <∞, E 在 l p 中稠密. 设 x = {xn} ∈ l p , 令

x(m)
n = [2m xn ]

2m ,n ≤ m, x(m)
n = 0,n > m.则 {x(m)} ⊂ E .任取 ε> 0,存在 M ,使得

( ∑
n>m

|xn |p
) 1

p < ε, ∀m ≥ M .

因此,

‖x(m) −x‖p ≤
( ∑

n≤m
| [2

m xn]

2m
−xn |p

) 1
p

+
( ∑

n>m
|xn |p

) 1
p

≤
( ∑

n≤m

1

2mp

) 1
p +ε≤ m

1
p

2m
+ε,
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在上式中令 m →∞,再由 ε的任意性可得 x(m) → x.从而 E 在 l p (1 ≤ p <∞)中稠密.

� 题目1.3.2. 证明 L∞[a,b]不可分.

解答. 方法一.记

fα =
∞∑

n=1
αnχ( 1

n+1 , 1
n ),

其中 αn = 0或 1,则 { fα}不可数 (与 R等势),但

∥∥ fα− fβ
∥∥
∞ = 1, ∀α 6=β.

记 F 为 fα 全体,则如果 L∞ 有可数稠密子集 {gn}∞1 ,则

F =
∞⋃

n=1
B(gn ,

1

3
)∩F,

由于 F 中任意两点间的距离为 1,不可能在同一半径为 1
3 的球内,因此右侧每个球内

至多有一个 F 中的元素,从而右侧是可数的,但左侧是不可能的矛盾. 因此 L∞[a,b]

不可分.

方法二. 反设 L∞[a,b] 可分, 则存在可数稠密集 {xn}. 注意到对每个 χ[a,t ](t ∈ [a,b]),

存在 n(t )使得 ∥∥χ[a,t ] −xn(t )
∥∥∞ < 1

2
,

并且 ∀t1, t2 ∈ [a,b]且 t1 6= t2,有

∥∥χ[a,t1] −χ[a,t2]
∥∥∞ = 1.

故若 n(t1) = n(t2),由

∥∥χ[a,t1] −χ[a,t2]
∥∥∞ ≤ ∥∥χ[a,t1] −xn(t1)

∥∥+∥∥xn(t2) −χ[a,t2]
∥∥< 1

可知必有 t1 = t2(否则左侧为 1). 因此 n(t )是从 [a,b]到 N的单射,但不可数集到可

数集不存在单射,矛盾.
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� 题目1.3.3. 设 F 是只有有限项不为 0的实数列全体,在 F 上引进距离

ρ(x, y) = sup
k≥1

|ξk −ηk |,

其中 x = {ξk } ∈ F, y = {ηk } ∈ F,求证: (F,ρ)不完备,并指出它的完备化空间.

解答. 反例: 令 x(k) = {1, 1
2 , · · · , 1

k ,0,0, · · · },则 x(k) → { 1
n }∞1 6∈ F.

F 的完备化空间是所有收敛于 0 的实数列全体 M . 设 (F1,ρ1) 为 (F,ρ) 中的

基本列等价类组成的完备化空间, 下面证明 (F1,ρ1) 与 (M ,ρ) 等距同构. 构造映射

σ : M → F1.设 {xn} ∈ M ,记 x(k) = {x1, · · · , xk ,0, · · · },则

ρ(x(k), x(k+p)) = sup
k+1≤n≤k+p

|xn |→ 0, k →∞,∀p,

因此 x(k) 为 F 中的基本列. 令 σ({xn}) = {x(k)} ∈ M ,则

ρ1(σ({xn}),σ({yn})) = ρ1({x(k)}, {y (k)}) = lim
k→∞

ρ(x(k), y (k))

= lim
k→∞

sup
1≤n≤k

|xn − yn | = sup
n≥1

|xn − yn | = ρ({xn}, {yn}), ∀{xn}, {yn} ∈ M ,

并且显然 σ是满射,因此 σ是一个等距同构映射, M 和 F 等距同构.

� 题目1.3.4. 在完备度量空间 (X ,ρ)中给定点列 {xn},如果 ∀ε> 0,存在基本列 {yn},使

得

ρ(xn , yn) < ε, ∀n ∈N,

求证: {xn}收敛.

解答. 任取 ε> 0,存在基本列 {yn}使得 ρ(xn , yn) < ε,∀n.从而

ρ(xm , xn) ≤ ρ(xm , ym)+ρ(ym , yn)+ρ(yn , xn) ≤ 2ε+ρ(ym , yn),

在上式中令 m,n →∞,再由 ε的任意性知 xn 是基本列,从而收敛.

� 题目1.3.5. 在完备的度量空间中求证:子集 A 列紧的充要条件是对 ∀ε> 0,存在 A 的

列紧的 ε网.
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解答. 充分性显然,下面证明必要性: 设 {xn}为 A 中的点集. 在 A 的列紧的 1网中存

在点列 {yn}使得 ρ(xn , yn) < 1,∀n,根据列紧性可知有子列 {y (1)
n }收敛于 y (1),因此从

某项开始 (不妨设是第一项)都有 ρ(y (1)
n , y (1)) ≤ 1.从而

ρ(x(1)
n , y (1)) ≤ ρ(x(1)

n , y (1)
n )+ρ(y (1)

n , y (1)) ≤ 1+1 = 2,∀n.

如此递归可以得到

ρ(x(k)
n , y (k)) ≤ 2

k
,∀k.

从而

ρ(x(n+p)
n+p , x(n)

n ) ≤ ρ(x(n+p)
n+p , y (n))+ρ(y (n), x(n)

n ) ≤ 4

n
→ 0,

{x(n)
n }是基本列,根据完备性知也是收敛列.

� 题目1.3.6. 在度量空间中求证:紧集上的连续函数必是有界的,并且达到它的上下确

界.

解答. 设 (X ,ρ)是度量空间,M 是 X 的紧子集, f : M → R连续. 任取 f (M)中的点列

{ f (xn)},存在 {xn}的子列 {xnk }收敛到 M 中的点 x,从而根据函数的连续性, { fnk }收

敛到 u(M)中的点 f (x),故 f (M)也是紧的,因此是有界闭集. 记

m = inf
x∈M

f (x),

由于 f (M)有界,因此 m ∈ R,存在 M 中的点列 {yn}使得 f (yn) → m,从而存在子列

{ynk }收敛于 M 中的点 y,且 f (y) = limk f (ynk ) = m.令 g =− f ,则 g 的下确界也能取

到,也就是 f 上确界能够达到.

� 题目1.3.7. 设 (X ,ρ)是度量空间, F1,F2 是它的两个紧子集,求证:存在 xi ∈ Fi (i = 1,2)

使得 ρ(F1,F2) = ρ(x1, x2),其中

ρ(F1,F2)
∆=== inf{ρ(x, y) | x ∈ F1, y ∈ F2}.

解答. 任取 x ∈ F1, y ∈ F2, ρ(F1,F2) ≤ ρ(x, y) < ∞, 因此该定义有意义. 存在 {un} ⊂
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F1, {vn} ⊂ F2,使得 ρ(un ,ρvn)−ρ(F1,F2) ≤ 1
n ,∀n.根据 F1,F2的紧性,存在子列 {unk }收

敛于 x1 ∈ F1,存在子列的子列 {vnk j
}收敛于 x2 ∈ F2,故

ρ(x1, x2)−ρ(F1,F2) ≤ ρ(x1,unk j
)+ρ(unk j

), vnk j
)+ρ(vnk j

, x2) → 0( j →∞),

因此 ρ(x1, x2) = ρ(F1,F2).

� 题目1.3.8. 设 E = {sinnt }∞1 ,求证 E 在 C [0,π]中不是列紧的.

解答. 考虑 E 的点列 {sin10n t }∞1 ,其中任意两点间的距离

ρ(sin10n+p t , sin10n t ) = sup
t∈[0,π]

|sin10n+p t , sin10n t |

= 2 sup
t∈[0,π]

|cos
10n+p +10n

2
t | · |sin

10n+p −10n

2
t |

≥p
2|cos

1+10−p

1−10−p
· π

4
| ≥ 1

2
,

因此不存在收敛子列, E 不是列紧的.

� 题目1.3.9. 求证: S 空间的子集 A 列紧的充要条件是: ∀n, 存在 Cn > 0 使得 |xn | ≤
Cn ,∀x ∈ A.

解答. 必要性: 反设存在 {x(k)} ⊂ A 使得 |x(k)
n | ≥ k,∀k. {x(k)} 的子列 {x(k j )} 收敛于 x,

则 {x
(k j )
n }收敛于 xn ,但 {x

(k j )
n }是无界的,矛盾.

充分性: 对于 A 中的点列 {x(k)}, 由于 {x(k)
1 } 是有界的, 因此有收敛于 x1 的

子列 {x(k)(1)
1 }, 以此递归可知有收敛于 xn 的子列 {x(k)(n)

n }. 任取 ε > 0, 存在 m 使得∑
n>m

2−n < ε
2 .存在 Nn 使得当 k ≥ Nn 时有

|x(k)(n)
n −xn | ≤ ε

2
.

令 N = max
1≤n≤m

Nn ,则当 n > N 时有

ρ(x, x(n)(n)) ≤ ∑
n≤m

2−n |x(n)(n)
n −xn |

1+|x(n)(n)
n −xn |

+ ∑
n>m

2−n
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≤ ∑
n≤m

2−n ε

2
+ ε

2
≤ ε,

因此 {x(n)(n)}收敛于 x.

� 题目1.3.10. 证明 C (M) 关于距离 ρ 是良定义的完备度量空间 (良定义即证明对 x ∈
C (M), |x(t )|能在 M 上取到最大值).

解答. 首先证明 x ∈C (M)能取到 |x(t )|的最大值. 由于连续函数将紧集映为紧集,而
R上的紧集有界,故

α= sup
t∈M

|x(t )| <∞.

取 {tn} ⊂ M 使得

α− 1

n
≤ x(tn) ≤α, ∀n ≥ 1.

由于紧集必自列紧,则存在子列 {tnk }收敛于 t0 ∈ M ,则在上式中将 n替换为 nk 并令

k →∞可得 |x(t0)| =α,得证.

下面证明 C (M)完备. 设 {xn}是 C (M)中的 Cauchy列. 则对每个 t ∈ M , {xn(t )}

都是 R上的 Cauchy列,则其收敛,记收敛于极限 x(t ) ∈R. ∀ε> 0,存在 N > 0使得

|xn(t )−xm(t )| < ε, ∀t ∈ M ,n,m > N .

在上式中令 m →∞得

|xn(t )−x(t )| < ε, ∀t ∈ M ,n > N .

此即 xn 一致收敛于 x, 而每个 xn 都是连续的, 故 x 也是连续的, 并且 d(x, xn) → 0,

故 C (M)完备.

� 题目1.3.11. 设 1 ≤ p <∞, A ⊂ l p .证明: A列紧的充要条件为

(1) A在 l p 中有界;

(2) ∀ε> 0,存在 N > 0使得

∞∑
n=N+1

|xn |p < ε, ∀x = {xn} ∈ l p .
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解答. 必要性: 若 A 列紧, 则必有界,并且完全有界. 任取 ε > 0,存在 A 的有限 ε
2 网

{yk }K
1 .存在 Nε > 0使得

∞∑
n=Nε+1

∣∣∣yk
n

∣∣∣p < ε

2
, k = 1, · · · ,K .

∀x ∈ A,存在 yk 使得
∥∥x − yk

∥∥< ε
2 ,从而

∞∑
n=Nε+1

|xn |p ≤
∥∥∥x − yk

∥∥∥+ ∞∑
n=Nε+1

∣∣∣yk
n

∣∣∣p < ε.

充分性: 由于 l p 完备,只需证明 A完全有界. ∀ε> 0,取 N 使得

∑
n>N

|xn |p < ε

3
, ∀x ∈ A.

由于 A 有界,故 A 在前 N 个坐标上的限制在 RN 上有界,而 RN 上有界即完全有界,

故存在 {yk }K
1 ⊂ A,它们前 N 个坐标组成的点在 RN 中是 A 的 ε

3 网. 因此 ∀x ∈ A,存

在 yk 使得 ∥∥∥x − yk
∥∥∥p ≤ ∑

n≤N

∣∣∣xn − yk
n

∣∣∣p + ∑
n>N

|xn |p +
∣∣∣yk

n

∣∣∣p < ε.

故 {yk }K
1 构成 A的 ε网.

� 题目1.3.12. 定义 C 1
0 (0,1)上距离

ρ( f , g ) =
(∫1

0

∣∣ f − g
∣∣2 + ∣∣ f ′− g ′∣∣2

) 1
2

, f , g ∈C 1
0 (0,1).

证明:

S := {u ∈C 1
0 (0,1) : ρ(u,0) < M <∞}

是 C [0,1]中 (关于其上的度量 d )的列紧集.

解答. 由 Arzela-Ascoli 定理, 只需验证 S 在 C [0,1] 中一致有界且等度连续. 由题

目1.2.4(3)可知

d(u,0) ≤p
2ρ(u,0) <p

2M ,
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故 S 一致有界. ∀ε> 0,根据 Cauchy-Schwarz不等式, ∀t1 < t2,

|u(t2)−u(t1)| =
∣∣∣∣∫t2

t1

u′(s)ds

∣∣∣∣≤ (∫t2

t1

∣∣u′∣∣2
) 1

2
(∫t2

t1

12
) 1

2

< M
√
|t2 − t1|,

故 S 等度连续.

� 题目1.3.13. 证明: 集合

A =
{

{xn} ∈ l 2 :
∞∑

n=1
n2|xn |2 ≤ 1

}
在 l 2 中紧.

解答. 首先证明 A在 l 2 中列紧,为此,分别验证 A满足列紧的两个充要条件. 由

∞∑
n=1

|xn |2 ≤
∞∑

n=1
n2|xn |2 ≤ 1, ∀x = {xn} ∈ A

可知 A有界. 对任意的 ε> 0,取 N > 0使得 1
N 2 < ε,则

∞∑
n=N+1

|xn |2 =
∞∑

n=N+1

1

n2
· |nxn |2 < 1

N 2

∞∑
n=N+1

|nxn |2 ≤ 1

N 2
< ε, ∀x ∈ A.

故 A在 l 2 中列紧.

由于自列紧集就是列紧集,还需证明 A 是闭集. 设 xk = {xk
n}∞n=1 ∈ A 并且 xk →

x ∈ l 2.注意到 ∣∣∣xn −xk
n

∣∣∣≤ ( ∞∑
n=1

∣∣∣xn −xk
n

∣∣∣2
) 1

2

,

故当 k →∞时, xk
n → xk (∀n ≥ 1).给定 N ≥ 1,有

N∑
n=1

n2
∣∣∣xk

n

∣∣∣2 ≤ 1,

在上式中令 k →∞可得
N∑

n=1
n2|xn |2 ≤ 1, ∀N ≥ 1.

令 N →∞即得 x ∈ A,故 A是闭集.
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1.4 压缩映像原理
定义 1.4.1: 压缩映射与不动点

设 (X ,ρ)是度量空间, T 是从 X 到其本身的映射. 若存在 α ∈ (0,1)使得

ρ(T x,T y) <αρ(x, y), ∀x, y ∈ X ,

则称 T 是 X 上的压缩映射.

对 X 到本身的任意的映射 T ,若存在 x ∈ X 使得

x = T x,

则称 x 是 T 的不动点.

定理 1.4.2: Banach 不动点定理——压缩映像原理

设 (X ,ρ)是完备度量空间, T 是 X 上的压缩映射,则 T 在 X 中存在唯一的不动

点.

证明. 存在性:任取 x0 ∈ X ,记 xn+1 = T xn ,则

ρ(xn+1, xn) = ρ(T xn ,T xn−1) ≤αρ(xn , xn−1) ≤αnρ(x1, x0),

从而

ρ(xn+p , xn) ≤
p∑

k=1
ρ(xn+k , xn+k−1)

≤
∞∑

k=1
αn+kρ(x1, x0) = αn+1

1−α
ρ(x1, x0) → 0.

根据完备性可知, xn → x ∈ X ,此时 T xn = xn+1 =⇒ T x = x,不动点存在. 唯一性:若 y

也是不动点,则

ρ(x, y) = ρ(T x,T y) ≤αρ(x, y) =⇒ ρ(x, y) = 0 =⇒ x = y.
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定理 1.4.3

设 (X ,ρ)是完备度量空间, T 是从 X 到其本身的映射. 若存在 n ∈N使得 T n 是

X 上的压缩映射,则 T 在 X 中存在唯一的不动点.

证明. 存在性:由定理1.4.2, T n在 X 上存在唯一的不动点 x,即 T n x = x.从而 T n(T x) =
T x,故 T x 也是 T n 的不动点,但 T n 的不动点是唯一的,从而 T x = x.

唯一性: 设还有 y ∈ X 也是 T 的不动点. 则 T n y = y =⇒ T n y = y,而 T n 的不动

点是唯一的,故 x = y.

1.4.1 应用
定理 1.4.4: 解的存在唯一性定理

设函数 F (t , x)在 [−h,h]× [ξ−δ,ξ+δ]上连续且满足局部 Lipschitz条件: ∃L > 0

使得

t ∈ [−h,h], x1, x2 ∈ [ξ−δ,ξ+δ] =⇒ |F (t , x1)−F (t , x2)| ≤ L|x1 −x2|.

记

M = sup
t∈[−h,h]

x∈[ξ−δ,ξ+δ]

|F (t , x)|,

则当 h < min{ δ
M , 1

L }时,初值问题


dx
dt = F (t , x),

x(0) = ξ,

在 [−h,h]上存在唯一解.

证明. 初值问题等价于求连续函数 x 满足

x(t ) = ξ+
∫t

0
F (s, x(s))ds.
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令 T x(t ) = ξ+∫t
0 F (s, x(s))ds.由 h < δ

M ,

|T x(t )−ξ| = |
∫t

0
F (s, x(s))ds| ≤ hM < δ,

因此 T : C ([−h,h], [ξ−δ,ξ+δ]) →C ([−h,h], [ξ−δ,ξ+δ]).只要证明 T 是一个压缩映射

即可. 事实上,

ρ(T x1,T x2) = sup
|t |≤h

|
∫t

0
F (s, x1(s))−F (s, x2(s))ds| ≤ Lhρ(x1, x2).

定理 1.4.5: 隐函数存在定理

设 f (x, y) = ( f1, · · · , fm) : Rn ×Rm →Rm ,U ×V ⊂Rn ×Rm 是 (x0, y0)在 Rn ×Rm 中

的一个邻域. 设 f 和 ∂ f
∂y 在 U ×V 内连续,并且 f (x0, y0) = 0, ∂ f

∂y 非奇异,则存在

(x0, y0)的一个邻域U0 ×V0 ⊂U ×V 以及唯一的连续函数 φ : U0 →V0 满足
f (x,φ(x)) = 0, x ∈U0,

φ(x0) = y0.

证明. 令 Tφ(x) =φ(x)− f (x,φ(x)).不妨设 ∂ f
∂y 为单位阵 I (否则令 g = f ·

[
∂ f
∂y

]−1
即可),

由 f 和 ∂ f
∂y 连续知存在 δ,r > 0,使得

‖I − ∂ f

∂y
‖ < 1

2
,‖ f (x, y0)‖ < 1

2
δ, ∀‖x −x0‖ ≤ r,‖y − y0‖ ≤ δ,

其中 ‖ ·‖为任意一种相容的矩阵 (向量)范数. 令

ρ(φ,ψ) = sup
‖x−x0‖≤r

‖φ(x)−ψ(x)‖,

由微分中值定理得

ρ(Tφ,Tψ) = sup
‖x−x0‖≤r

‖φ(x)−ψ(x)− f (x,φ(x))+ f (x,ψ(x))‖
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= sup
‖x−x0‖≤r

‖φ(x)−ψ(x)− ∂ f

∂y
(φ(x)−ψ(y))‖

= sup
‖x−x0‖≤r

‖(I − ∂ f

∂y
)(φ(x)−ψ(x))‖

≤ sup
‖x−x0‖≤r

‖I − ∂ f

∂y
‖ · sup

‖x−x0‖≤r
‖φ(x)−ψ(x)‖

≤ 1

2
ρ(φ,ψ),

其中 ŷ(x) ∈ [φ(x),ψ(x)],φ,ψ ∈ X = {φ ∈ C (B(x0,r ),B(y0,δ)) | φ(x0) = y0}, B(x0,r ) =
{x ∈ Rn | ‖x − x0‖ ≤ r }. 下面还需证明 T : X → X . 由 φ(x0) = y0 和 f (x0, y0) 容易得

到 Tφ(x0) = y0.此外,

ρ(Tφ, y0) ≤ ρ(Tφ,T y0)+ρ(T y0, y0) ≤ 1

2
ρ(φ, y0)+ sup

‖x−x0‖≤δ
‖ f (x, y0)‖

≤ 1

2
δ+ 1

2
δ= δ.

定理 1.4.6

设 Ω是 Rn 中的有界开集, β是 R上的 Lipschitz连续函数. 则存在 ε0 > 0,对任

意的 f ∈ L2(Ω)和 ε ∈ (0,ε0),非线性 PDE


−∆u +εβ(u) = f , x ∈Ω,

u
∣∣∣
∂Ω

= 0

存在唯一的弱解,也即存在唯一的 u ∈ H 1
0 (Ω)使得

∫
Ω

Du ·Dv +β(u)vdx =
∫
Ω

f vdx, ∀v ∈ H 1
0 (Ω).
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证明. 考虑映射 A : H 1
0 (Ω) → H 1

0 (Ω),u 7→ w,其中 w 是 Dirichlet问题


−∆w = f −εβ(u), x ∈Ω,

w
∣∣∣
∂Ω

= 0

的唯一弱解 (根据定理4.3.9, 弱解对 f (u) ∈ L2(Ω) 存在唯一). 设 u1,u2 ∈ H 1
0 (Ω), w1 :=

Au1, w2 := Au2,则

∫
Ω

Dw1 · (Dw1 −Dw2)+εβ(u1)(w1 −w2)dx =
∫
Ω

(w1 −w2) f dx,∫
Ω

Dw2 · (Dw1 −Dw2)+εβ(u2)(w1 −w2)dx =
∫
Ω

(w1 −w2) f dx.

两式相减可得

∫
Ω
|Dw1 −Dw2|2dx = ε

∫
Ω

(w2 −w1)(β(u1)−β(u2))dx.

若取 H 1
0 (Ω)中的范数为 ‖u‖H 1

0 (Ω) := (∫
Ω |Du|2dx

) 1
2 ,则

‖w1 −w2‖2
H 1

0 (Ω)
= ε

∫
Ω

(w2 −w1)(β(u1)−β(u2))dx ≤ εL
∫
Ω
|w1 −w2| · |u1 −u2|dx

≤εL‖w1 −w2‖L2(Ω) · ‖u1 −u2‖L2(Ω) ≤ εC L‖w1 −w2‖H 1
0 (Ω) · ‖u1 −u2‖H 1

0 (Ω).

从而

‖w1 −w2‖H 1
0 (Ω) ≤ εC L‖u1 −u2‖H 1

0 (Ω) < ε0C L‖u1 −u2‖H 1
0 (Ω),

其中 L > 0是 β的 Lipschitz系数,即
∣∣β(x)−β(y)

∣∣≤ L
∣∣x − y

∣∣(∀x, y ∈R), C > 0是使得

∫
Ω
|u|2dx ≤C

∫
Ω
|Du|2dx, ∀u ∈ H 1

0 (Ω)

成立的常数 (引理4.3.7). 故取 ε0 = (C L)−1,对任意的 ε ∈ (0,ε)和 f ∈ L2(Ω), A 都是压

缩映射. 根据 Banach不动点定理, A 有唯一的不动点, 就是定理中非线性 PDE的唯

一解.
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1.4.2 作业

� 题目1.4.1. 使用完备度量空间的充要条件证明 Banach不动点定理.

解答. 设 (X ,ρ)是完备度量空间, T 是 X 上的压缩映射,对应系数为 α ∈ (0,1).记

An =
{

x ∈ X : ρ(x,T x) ≤ 1

n

}
, n ∈N.

则 An ⊃ An+1(n ≥ 1).由于 ρ(x,T x)是 X → R的连续函数,故由 (−∞, 1
n ]在 R中闭知

每个 An 都是闭集. 每个 An 必然非空,因为任取 x ∈ X ,对充分大的 N ,有

ρ(T N x,T N+1x) <αρ(T N−1x,T N x) < ·· · <αNρ(x,T x) < 1

n
,

故 N 充分大时 T N x ∈ An .此外,对 x, y ∈ An ,有

ρ(x, y) ≤ ρ(x,T x)+ρ(T x,T y)+ρ(T y, y) ≤ 2

n
+αρ(x, y)

=⇒ ρ(x, y) ≤ 2

(1−α)n
,

故 {An}是一列单调下降的非空闭集列,并且 diamAn → 0,由于 X 完备,存在 x0 ∈ X

使得
∞⋂

n=1
An = {x0},

由 An 的定义不难看出 x0 是 T 的唯一不动点.

� 题目1.4.2. 设 K (·, ·) ∈ L2([a,b]× [a,b]).对给定 f ∈ L2[a,b],证明: 当 λ ∈R充分小时,积

分方程

x(t ) = f (t )+λ

∫b

a
K (t , s)x(s)ds

在 L2[a,b]中存在唯一解.

解答. 定义 L2[a,b]到本身的映射 T 满足

(T x)(t ) = f (t )+λ

∫b

a
K (t , s)x(s)ds, x ∈ L2[a,b].
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T 是良定义的,因为

∫b

a

∣∣∣∣∫b

a
K (t , s)x(s)ds

∣∣∣∣2

dt ≤
∫b

a

(∫b

a
|K (t , s)|2ds

)
· ‖x‖2

2dt

=‖x‖2
2 · ‖K ‖2

L2([a,b]×[a,b]), ∀x ∈ L2[a,b].

应用上式可得,

∥∥T x −T y
∥∥

2 ≤ |λ|‖K ‖L2([a,b]×[a,b]) ·
∥∥x − y

∥∥
2, ∀x, y ∈ L2[a,b].

因此当 λ 充分小时, T 是压缩映射, 由 Banach 不动点定理, 存在唯一的不动点 x ∈
L2[a,b]使得 T x = x,此即题中积分方程有 L2[a,b]中的唯一解.

� 题目1.4.3. 设 K (·, ·) ∈C ([a,b]× [a,b]).对给定的 f ∈C [a,b],证明: ∀λ ∈R,积分方程

x(t ) = f (t )+λ

∫t

a
K (t , s)x(s)ds

在 C [a,b]中存在唯一解.

解答. 定义 C [a,b]到本身的映射 T 满足

(T x)(t ) = f (t )+λ

∫t

a
K (t , s)x(s)ds, x ∈C [a,b].

记 ‖·‖为 C [a,b]上的范数,则

∥∥T n x −T n y
∥∥

=|λ|n sup
t∈[a,b]

∣∣∣∣∫t

a

∫tn

a
· · ·

∫t2

a
K (t , tn)K (tn , tn−1) · · ·K (t2, t1)x(t1)dt1 · · ·dtn−1dtn

∣∣∣∣
≤|Mλ|n

n!

∥∥x − y
∥∥, ∀x, y ∈C [a,b],

其中 M = sup
s,t∈[a,b]

|K (s, t )|.由于 |Mλ|n
n! → 0,故存在某个充分大的 n 使得 T n 是压缩映

射,从而 T 存在唯一的不动点,也即题中积分方程存在唯一解.



1.5 赋范线性空间 · 47 ·

1.5 赋范线性空间

1.5.1 基本概念
定义 1.5.1: 范数, 赋范空间与 Banach 空间

设 X 是数域 K(=R或C)上的线性空间, ‖·‖是一个定义在 X 上的非负实值函数,

满足

(1) 正定性: ‖x‖ ≥ 1(∀x ∈ X )并且 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

(2) 三角不等式:
∥∥x + y

∥∥≤ ‖x‖+∥∥y
∥∥(∀x, y ∈ X ).

(3) 齐次性: ‖αx‖ = |α|‖x‖(∀α ∈K, x ∈ X ).

则称 ‖·‖是 X 上的一个范数, X 称为赋范线性空间或B∗空间.

若 X 在其上范数诱导的度量下完备,则称 X 是Banach空间或B 空间.

+ 注
赋范线性空间显然也是度量空间, 其上的度量为 ρ(x, y) = ∥∥x − y

∥∥(x, y ∈ X ).

反之, 若度量 ρ 满足平移不变性 (ρ(x, y) = ρ(x − y,0),∀x, y ∈ X ) 以及齐次性

(ρ(αx,0) = |α|ρ(x,0),∀α ∈K, x ∈ X ), 则在 X 上可以定义范数 ‖x‖ = ρ(x,0).

若 X 不完备, 则存在在线性同构意义下 (满足线性性的同构映射) 的唯一的完

备化空间 (证法与度量空间中完备化定理的证明类似, 只是多出了线性空间上

的加法与数乘运算需要验证).

例 1.5.2: C [a,b]

在 C [a,b]上可以定义范数

‖x‖ := max
t∈[a,b]

|x(t )|, x ∈C [a,b].

例 1.5.3: Lp [a,b]

在 Lp [a,b](1 ≤ p <∞)上可以定义范数

∥∥ f
∥∥

p :=
(∫b

a

∣∣ f
∣∣p

) 1
p

, f ∈ Lp [a,b].
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定义 1.5.4: 赋范空间中的无穷级数

设 (X ,‖·‖)是赋范空间, {xn} ⊂ X .
∞∑

n=1
xn 称为 X 中的无穷级数. 称 Sn =

n∑
k=1

xn 为

级数的部分和.

若 {Sn}在 X 中依范数收敛, 则称
∞∑

n=1
xn 在 X 中收敛, 并记

∞∑
n=1

xn 为 {Sn}的极

限.

若 {Sn}是 Cauchy列,则称
∞∑

n=1
xn 是Cauchy级数.

若
∞∑

n=1
‖xn‖收敛,则称

∞∑
n=1

xn绝对收敛.

定理 1.5.5: Banach 空间等价条件

设 X 是赋范空间,则 X 是 Banach空间的充要条件是: X 中的任意绝对收敛的

级数必收敛.

证明. 必要性: 设 X 是 Banach空间,
∞∑

n=1
xn 是 X 中绝对收敛的级数. 则

∥∥∥∥∥ N∑
n=1

xn −
M∑

n=1
xn

∥∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥ N∑

n=M+1
xn

∥∥∥∥∥=
N∑

n=M+1
‖xn‖ ≤

∞∑
n=M+1

‖xn‖, ∀N > M ≥ 1.

由于
∞∑

n=1
xn <∞,故当 M →∞时,上式右端趋于 0,从而级数的部分和序列是 Cauchy

列,而 X 是 Banach空间,故部分和序列收敛,也即该级数收敛.

充分性: 设 X 中任意绝对收敛的级数均收敛. 对 X 中的 Cauchy列 {xn},要证

明 {xn}收敛,只需证明 {xn}存在收敛子列. 由于 {xn}是 Cauchy列,故存在子列 {xnk }

使得 ∥∥xnk+1 −xnk

∥∥< 1

2k
, ∀k ≥ 1.

由上式可得
∞∑

k=1

∥∥xnk+1 −xnk

∥∥≤
∞∑

k=1

1
2k = 1 <∞,此即级数

∞∑
k=1

(xnk+1 − xnk )绝对收敛,从

而该级数收敛, 记其收敛的极限为 y. 则不难看出 lim
k→∞

(xnk − xn1 ) = y, 从而 xnk 收敛

于 y +xn1 ,子列 {xnk }收敛,故 Cauchy列 {xn}也收敛.
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定义 1.5.6: 范数的强弱与等价

设线性空间 X 上有两个范数 ‖·‖1 和 ‖·‖2.若满足

lim
n→∞‖xn‖2 = 0 =⇒ lim

n→∞‖xn‖1 = 0,

则称‖·‖2比 ‖·‖1强.

若还有 ‖·‖1 比 ‖·‖2 强,则称两个范数等价.

命题 1.5.7: 范数强弱的等价条件

设线性空间 X 上有两个范数 ‖·‖1 与 ‖·‖2.则 ‖·‖2 比 ‖·‖1 强的充要条件为:存在

常数 C > 0使得

‖x‖1 ≤C‖x‖2, ∀x ∈ X .

证明. 充分性显然,只证明必要性. 使用反证法. 反设存在 xn ∈ X 满足

‖xn‖1 > n‖xn‖2, ∀n ≥ 1.

由上式, xn 6= 0(∀n ≥ 1).令 yn = xn
‖xn‖1

,则上式即

∥∥yn
∥∥

2 <
1

n
, ∀n ≥ 1.

故
∥∥yn

∥∥
2 → 0,因此由 ‖·‖2 比 ‖·‖1 强可知

∥∥yn
∥∥

1 → 0,但根据 yn 的定义,
∥∥yn

∥∥
1 = 1,矛

盾.
推论 1.5.8: 范数等价的充要条件

设线性空间 X 上有两个范数 ‖·‖1 与 ‖·‖2.则 ‖·‖1 和 ‖·‖2 等价的充要条件为: 存

在 C1,C2 > 0使得

C1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤C2‖x‖1, ∀x ∈ X .
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1.5.2 有限维赋范空间
定理 1.5.9: 有限维赋范空间上的范数等价

设 X 是有限维赋范空间, dimX = n.设 e1, · · · ,en 是 X 的一组基,即 ∀x ∈ X ,存

在唯一的 x1, · · · , xn ∈K使得

x =
n∑

k=1
xk ek .

存在 C1,C2 > 0使得

C1

(
n∑

k=1

|xk |2
) 1

2

≤ ‖x‖ ≤C2

(
n∑

k=1

|xk |2
) 1

2

, ∀x ∈ X .

+ 注

上面说明按照
(

n∑
k=1

|xk |2
) 1

2

定义的范数与 X 的任意范数等价, 从而有限维赋范

空间上的任意两个范数等价.

证明. 对于右半边不等式, ∀x ∈ X ,有

‖x‖ =
∥∥∥∥∥ n∑

i=1
xi ei

∥∥∥∥∥≤
n∑

i=1
|xi | · ‖ei‖ ≤

(
n∑

i=1
‖ei‖2

) 1
2
(

n∑
i=1

|xi |2
) 1

2

=C2

(
n∑

i=1
|xi |2

) 1
2

.

下面证明左半边不等式成立,只要证明

∥∥∥∥∥∥∥∥
n∑

i=1

 xi(
n∑

k=1
|xk |2

) 1
2

ei

∥∥∥∥∥∥∥∥≥C1 > 0, ∀x ∈ X .

记 S =
{

(x1, · · · , xn) ∈Kn :
n∑

i=1
|xi |2 ≤ 1

}
为 Kn 中的单位球面,则只需证明

f (x1, · · · , xn) =
∥∥∥∥∥ n∑

i=1
xi ei

∥∥∥∥∥, (x1, · · · , xn) ∈ S
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满足 inf
(x1,··· ,xn )∈S

f (x1, · · · , xn) > 0.注意到对 ∀(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn) ∈ S,都有

∣∣ f (x1, · · · , xn)− f (y1, · · · , yn)
∣∣= ∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥ n∑
i=1

xi ei

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥ n∑

i=1
yi ei

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣

≤
∥∥∥∥∥ n∑

i=1
(xi − yi )ei

∥∥∥∥∥≤C2

(
n∑

i=1

∣∣xi − yi
∣∣2

) 1
2

,

故 f 连续,而 S 是 Kn 中的紧集,故 f 在 K 上能取到最小值,而在 K 上恒有 f > 0(因

为 0 6∈ S),故 C1 = inf
S

f > 0.

推论 1.5.10

• 有限维赋范线性空间是 Banach空间.

• 任意赋范空间的有限维子空间均是闭子空间.

• 有限维赋范空间中集合的列紧与有界等价.

证明. 见作业.
引理 1.5.11: Riesz 引理

设 X 是赋范空间, X0 是 X 的真闭子空间. 则 ∀ε ∈ (0,1),存在 y ∈ X ,
∥∥y

∥∥= 1使

得 ∥∥y −x
∥∥≥ 1−ε, ∀x ∈ X0,

也即 ρ(y, X0) ≥ 1−ε.

+ 注
一般来说 ε 不能取 0, 但若 X0 是有限维的, 则对 ε= 0 也成立.

证明. 任取 z ∈ X \ X0,记 d = ρ(x, X0) > 0. ∀ε ∈ (0,1).存在 x0 ∈ X0 使得

d ≤ ‖z −x0‖ ≤ d

1−ε
.

令 y = z−x0
‖z−x0‖ 满足

∥∥y
∥∥= 1,并且 ∀x ∈ X ,

∥∥y −x
∥∥=

∥∥∥∥ z −x0

‖z −x0‖
−x

∥∥∥∥= ‖z − (x0 +‖z −x0‖x)‖
‖z −x0‖

≥ d

d/(1−ε)
= 1−ε,
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其中不等式成立是因为 x0 +‖z −x0‖x ∈ X0.

定理 1.5.12

设 X 是赋范空间. 若 X 中的有界集均是列紧集,则 dimX <∞.

证明. 方法一 (使用 Riesz引理和反证法).反设 dimX =∞.取 x1 ∈ X 满足 ‖x1‖ = 1.记

E1 = span{x1}.由于 X 是无穷维的, E1是 X 的真闭子空间,故对 E1和 ε= 1
2 使用 Riesz

引理可得存在 ‖x2‖ = 1使得

ρ(x2,E1) ≥ 1

2
.

记 E2 = span{xk }2
k=1,对 E2 使用 Riesz引理,存在 ‖x3‖ = 1使得

ρ(x3,E2) ≥ 1

2
.

由于 X 是无穷维的, 该过程可以无限次进行下去, 得到 En = span{xk }n
k=1, ‖xk‖ =

1(∀k ≥ 1),并且

ρ(xk+1,Ek ) ≥ 1

2
.

上式即 ∥∥xi −x j
∥∥≥ 1

2
, ∀i 6= j 且 ‖xk‖ = 1, ∀k ≥ 1.

由此得到的点列 {xn}有界但不可能有收敛子列,矛盾. 因此 X 是有限维的.

方法二 (拓扑的直接证明). 由于 B(0,1)是有界闭集,故是 X 中的紧集.由

B(0,1) ⊂ ⋃
x∈B(0,1)

B(x,
1

2
)

和 B(0,1)的紧性可知,存在 x1, · · · , xm ∈ B(0,1)使得

B(0,1) ⊂
m⋃

k=1
B(xk ,

1

2
).

记 Y = span{xk }m
1 是 X 的有限维子空间,故 Y 是闭子空间. 根据上式,有

B(0,1) ⊂ Y +B(0,
1

2
),



1.5 赋范线性空间 · 53 ·

根据球的对称性和 Y 是线性空间可知,

B(0,21−n) ⊂ Y +B(0,2−n), ∀n ≥ 1.

故

B(0,1) ⊂ Y +B(0,
1

2
) ⊂ Y +Y +B(0,

1

4
)

=Y +B(0,
1

4
) ⊂ ·· · ⊂ Y +B(0,2−n), ∀n ≥ 1.

因此

B(0,1) ⊂
∞⋂

n=1
(Y +B(0,2−n)).

由于 Y 是闭子空间,故 ∀x ∈
∞⋂

n=1
(Y +B(0,2−n)) =⇒ ∃xn ∈ Y 使得 ‖x −xn‖ < 2−n(∀n ≥

1) =⇒ x ∈ Y = Y .故
∞⋂

n=1
(Y +B(0,2−n)) = Y .从而

B(0,1) ⊂ Y =⇒ X =
∞⋃

n=1
B(0,n) =

∞⋃
n=1

nB(0,1) ⊂
∞⋃

n=1
nY = Y ,

从而 X = Y = span{xk }m
1 =⇒ dimX ≤ m.

推论 1.5.13

设 X 是赋范空间, S = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}为 X 中的单位球面. 则 dimX <∞当且
仅当 S 列紧.

证明. 若 dimX <∞,则由推论1.5.10以及 S 有界知 S 列紧.

若 S 列紧,由上一定理可得 X 必为有穷维.
定理 1.5.14: 有限维子空间最佳逼近元的存在性

设 (X ,‖·‖)是赋范空间, X0 是 X 的有限维赋范空间. 则 ∀x ∈ X ,存在 x0 ∈ X0 使

得 ‖x −x0‖ = ρ(x, X0) := inf
y∈X0

∥∥x − y
∥∥.
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+ 注
设 x ∈ X , A ⊂ X , 若存在 x0 ∈ A 使得 ρ(x, A) = ‖x −x0‖, 则称 x0 是 x 在 A 上的

最佳逼近元.

证明. 由下确界的定义可知,存在 {xn} ⊂ X0 使得

ρ(x, X0) ≤ ‖x −xn‖ ≤ ρ(x, X0)+ 1

n
, ∀n ≥ 1.

由上式不难看出 {xn}是 X0 中的有界列,而有限维赋范空间中的有界列必有收敛子

列,故存在子列 {xnk }以及 x0 ∈ X0 使得 xnk → x0.从而在

ρ(x, X0) ≤ ∥∥x −xnk

∥∥≤ ρ(x, X0)+ 1

nk

中令 k →∞可得 ‖x −x0‖ = ρ(x, X0).

定义 1.5.15: 严格凸性

设 (X ,‖·‖) 是赋范空间. 若对 X 中任意不同两点 x, y 满足 ‖x‖ = ∥∥y
∥∥ = 1, 以及

α ∈ (0,1)都有 ∥∥αx + (1−α)y
∥∥< 1,

则称 X 是严格凸空间.

例 1.5.16: 严格凸与不严格凸的例子

在 R2 中赋予三个范数

∥∥(x, y)
∥∥

1 = |x|+ ∣∣y
∣∣,∥∥(x, y)

∥∥
2 =

√
x2 + y2,∥∥(x, y)

∥∥∞ = max{|x|, ∣∣y
∣∣},

则容易验证 X 关于 ‖·‖2 是严格凸的,关于其余两个范数都是不是严格凸的.
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定理 1.5.17: 严格凸空间中最佳逼近元的唯一性

设 (X ,‖·‖) 是严格凸的赋范空间. 若对 x ∈ X , 存在 x0 ∈ X0 使得 ‖x −x0‖ =
ρ(x, X0),则这样的 x0 唯一.

证明. 设 x0, x ′
0 ∈ X0 使得

‖x −x0‖ =
∥∥x −x ′

0

∥∥= ρ(x, X0).

反设 x0 6= x ′
0. 不妨设 x 6∈ X0(若 x ∈ X0, 则 ‖x −x0‖ =

∥∥x −x ′
0

∥∥ = ρ(x, X0) = 0 =⇒ x0 =
x ′

0 = x.)此时,由严格凸性可知

1 >
∥∥∥∥∥1

2

x −x0

‖x −x0‖
+ 1

2

x −x ′
0∥∥x −x ′
0

∥∥
∥∥∥∥∥=

∥∥∥x − x0+x ′
0

2

∥∥∥
ρ(x, X0)

≥ 1,

矛盾.

1.5.3 商空间

设 X0 是赋范空间 X 的闭子空间. 对于 x, y ∈ X ,若 x − y ∈ X0,则记作 x ∼ y.容

易验证 ∼是一个等价关系 (满足自反性,对称性和传递性). 定义

X /X0 := {[x] = x +X : x ∈ X },

其中 [x] := {y ∈ X : x ∼ y}.在 X /X0 上定义线性运算

α[x]+β[y] = [αx +βy], x, y ∈ X ,α,β ∈K,

容易验证上式与代表元 x, y 的选取无关. 按照如上定义, X /X0 构成一个线性空间

(其中的零元是 [0] = X0). 再定义

‖[x]‖ := ρ(x, X0), x ∈ X .
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不难看出 ‖[x]‖ = inf
z∈X0

‖x − z‖ = inf
y∈[x]

∥∥y
∥∥.

下面验证 ‖[x]‖是 X /X0 上的一个范数. 非负性是显然满足的,若 ‖[x]‖ = 0,则

根据 ‖[x]‖的定义,存在 {xn} ⊂ [x]使得 xn → 0.由于 X0是闭子空间,并且 x−xn ∈ X0,

故令 n →∞可得 x ∈ X0,从而 [x] = X0 是零元,因此正定性满足.

‖[x]‖显然满足对称性. 下面验证三角不等式. 对

∥∥[x]+ [y]
∥∥= ∥∥[x + y]

∥∥= inf
z∈[x+y]

‖z‖,

取 xn ∈ [x], yn ∈ [y]使得

‖xn‖→‖[x]‖,
∥∥yn

∥∥→ ∥∥[y]
∥∥, n →∞.

此时 xn + yn ∈ [x + y],从而

∥∥[x]+ [y]
∥∥≤ ∥∥xn + yn

∥∥≤ ‖xn‖+
∥∥yn

∥∥,

在上式中令 n →∞即可.
定义 1.5.18: 商空间

设 X 是赋范空间, X0 是 X 的闭子空间, 则如上定义的赋范空间 X /X0 称为 X

关于 X0 的商空间.

+ 注
此处必须要求 X0 是闭的, 否则对 x ∈ X 0 \ X0 有 ‖[x]‖ = ρ(x, X0) = 0, 不满足正

定性.

定理 1.5.19: Banach 空间的商空间仍是 Banach 空间

设 X0 是 Banach空间 X 的闭子空间. 则 X /X0 也是 Banach空间.

+ 注
反之, 若某个 X0 闭子空间使得 X /X0 是 Banach 空间, X 未必是 Banach 空

间. 若对 X 的任意非平凡闭子空间 X0, X /X0 都是 Banach 空间, 则 X 也是
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Banach 空间.

证明. 由定理1.5.5,只需证明若
∞∑

n=1
‖[xn]‖ <∞,则

∞∑
n=1

[xn]收敛. 根据 ‖[x]‖的定义,存
在 yn ∈ [xn]使得

‖[xn]‖ ≤ ∥∥yn
∥∥≤ ‖[xn]‖+2−n , n ≥ 1.

因此
∞∑

n=1

∥∥yn
∥∥≤

∞∑
n=1

(‖[xn]‖+2−n)= ∞∑
n=1

‖[xn]‖+1 <∞,

由于 X 是 Banach空间,存在 x ∈ X 使得 x =
∞∑

n=1
yn .注意到 [yn] = [xn],∀n ≥ 1,因此

∥∥∥∥∥[x]−
N∑

n=1
[xn]

∥∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥[x]−

N∑
n=1

[yn]

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
[

x −
N∑

n=1
yn

]∥∥∥∥∥≤
∥∥∥∥∥x −

N∑
n=1

yn

∥∥∥∥∥→ 0, N →∞,

故 [x] =
∞∑

n=1
[xn].

定义 1.5.20: 自然同态

设 X 是赋范空间, X0 是 X 的闭子空间. 称 π : X → X /X0, x 7→ [x]是 X 到 X /X0

的自然同态,则 π是线性,连续的开映射 (将 X 中的开集映为 X /X0 中的开集).

证明. 线性性显然,连续性因为对 xn → x,‖π(xn)−π(x)‖ = ‖[xn −x]‖ ≤ ‖xn −x‖→ 0.

还需证明π是开映射. 注意到BX /X0 ([x],r ) =π(BX (x,r )),因为若 [y] ∈ BX /X0 ([x],r ),

则
∥∥[x]− [y]

∥∥= ∥∥[x − y]
∥∥≤ ∥∥x − y

∥∥ =⇒ y ∈ B(x,r ) =⇒ [y] ∈π(BX (x,r )).

对 X 中的开集W,任取 [x] ∈π(W ),存在 r > 0使得BX (x,r ) ⊂W.因此BX /X0 ([x],r ) ⊂
π(BX (x,r )) ⊂π(W ),因此 π(W )也是开集.

1.5.4 作业

� 题目1.5.1. 证明: 有限维赋范线性空间是 Banach空间.
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解答. 设 (X ,‖·‖)是有限维空间, X 的一组基为 e1, · · · ,en .记

‖x‖e =
(

n∑
i=1

|xi |2
) 1

2

, ∀x =
n∑

i=1
xi ei ∈ X

为与 ‖·‖等价的范数,也即存在 C ,C ′ > 0使得

C‖x‖e ≤ ‖x‖ ≤C ′‖x‖e , ∀x ∈ X .

设 {xk }为 X 中的 Cauchy列,满足 xk =
n∑

i=1
xk

i ei (k ≥ 1).则由

(
n∑

i=1

∣∣∣xk
i

∣∣∣2
) 1

2

≤ 1

C

∥∥∥xk
∥∥∥

e

知 {(xk
1 , · · · , xk

n)}∞k=1是 Kn 中的 Cauchy列. 由 Kn 的完备性, (xk
1 , · · · , xk

n) → (x1, · · · , xn) ∈
Kn .记 x =

n∑
i=1

xi ei ,则 ∥∥∥x −xk
∥∥∥≤C ′

∥∥∥x −xk
∥∥∥

e
→ 0,

因此 xk 依范数 ‖·‖收敛于 x,从而 X 完备.

� 题目1.5.2. 设 X 是赋范空间,证明 X 的任意有限维子空间均是闭子空间.

解答. 由上题, X 的有限维子空间 X0 是 Banach空间,因此在 X 中闭.

� 题目1.5.3. 证明: 有限维赋范空间中集合的列紧与有界等价.

解答. 设 X 是 n 维赋范空间, {xk }是 X 中的有界列,满足

∥∥∥xk
∥∥∥≤ M , ∀k ≥ 1.

沿用上上题的记号,可得

∥∥∥xk
∥∥∥

e
≤ 1

C

∥∥∥xk
∥∥∥≤C ′M , ∀k ≥ 1.

因此Kn中的点列 {(xk
1 , · · · , xk

n)}∞k=1有收敛子列 {(x
k j

1 , · · · , x
k j
n )}∞j=1依 |·|收敛于 (x1, · · · , xn) ∈



1.5 赋范线性空间 · 59 ·

Kn .记 x =
n∑

i=1
xi ei ∈ X ,则由

∥∥∥xk j −x
∥∥∥≤C ′

∥∥∥xk j −x
∥∥∥

e

可知 {xk }依范数 ‖·‖有收敛子列 {xk j }.从而 X 中的有界集均是列紧的.

� 题目1.5.4. 记

X := { f ∈C [0,1] : f (0) = 0},

其上的范数为 ∥∥ f
∥∥= max

x∈[0,1]

∣∣ f (x)
∣∣, f ∈ X .

又记

X0 :=
{

f ∈ X :
∫1

0
f (t )dt = 0

}
.

证明: 不存在 x0 ∈ X ,‖x0‖ = 1使得 ρ(x0, X0) ≥ 1.

解答. 反设存在这样的 x0,则 x0 ∈ X \ X0.任取 y ∈ X \ X0,不难证明存在 b ∈K使得

x0 −by ∈ X0,其中

b =
∫1

0 x0(t )dt∫1
0 y(t )dt

.

由于 x0 −b ∈ X0,
∥∥x0 − (x0 −by)

∥∥= ∥∥by
∥∥≥ ρ(x0, X0) ≥ 1.故

∥∥y
∥∥∣∣∣∣∫1

0
x0(t )dt

∣∣∣∣≥ ∣∣∣∣∫1

0
y(t )dt

∣∣∣∣, ∀y ∈ X \ X0.

取 yn(t ) = ntχ[0, 1
n )(t )+χ[ 1

n ,1](t ) ∈ X \ X0,满足
∥∥yn

∥∥= 1且
∫1

0 yn(t )dt → 1,n →∞,代入

上式并令 n →∞可得 ∣∣∣∣∫1

0
x0(t )dt

∣∣∣∣≥ 1.

注意到 ‖x0‖ = 1,故 x0 ≡ 1,矛盾.

� 题目1.5.5. 在二维空间 R2 中,对每一点 z = (x, y),令

‖z‖1 = |x|+ |y |; ‖z‖2 =
√

x2 + y2;
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‖z‖3 = max(|x|, |y |); ‖z‖4 = (x4 + y4)
1
4 .

(1) 求证 ‖ ·‖i (i = 1,2,3,4)都是 R2 的范数.

(2) 画出 (R2,‖ ·‖i )(i = 1,2,3,4)各空间中的单位球面图形.

(3) 在 R2 中取定三点 O = (0,0), A = (1,0),B = (0,1), 试在上述四种不同范数下求出

∆O AB 三边的长度.

解答. (1)正定性和齐次性均显然满足,只需验证三角不等式,由 Minkowski不等式可

知,

(|x1 +x2|p +|y1 + y2|p )
1
p ≤ (|x1|p +|y1|p )

1
p + (|x2|p +|y2|p )

1
p ,

因此 ‖ ·‖i (i = 1,2,4)满足三角不等式. 对 ‖ ·‖3,有

‖z1 + z2‖3 = max(|x1 +x2|, |y1 + y2|)
≤max(|x1|, |y1|)+max(|x2|, |y2|) = ‖z1‖3 +‖z2‖3.

因此 ‖ ·‖i (i = 1,2,3,4)均为范数.

(2)四个范数的单位球面如下图:

‖ ·‖1 : |x|+ |y | = 1

‖ ·‖2 : x2 + y2 = 1

‖ ·‖3 : max(|x|, |y |) = 1

‖ ·‖4 : x4 + y4 = 1

(3)

‖O A‖1 = 1, ‖OB‖1 = 1, ‖AB‖1 = 2,

‖O A‖2 = 1, ‖OB‖2 = 1, ‖AB‖2 =
p

2,

‖O A‖3 = 1, ‖OB‖3 = 1, ‖AB‖3 = 1,
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‖O A‖4 = 1, ‖OB‖4 = 1, ‖AB‖4 = 4p
2.

� 题目1.5.6. 在 C 1[a,b]中令

‖ f ‖1 =
√∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx, ∀ f ∈C 1[a,b],

(1) 求证 ‖ ·‖1 是 C 1[a,b]上的范数.

(2) 问 (C 1[a,b],‖ ·‖1)是否完备?

解答.

(1) 齐次性和正定性显然成立,对于三角不等式,有

‖ f + g‖2
1 =

∫b

a
(| f + g |2 +| f ′+ g ′|2)dx

≤
∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx +2

∫b

a
(| f g |+ | f ′g ′|)dx +

∫b

a
(|g |2 +|g ′|2)dx

≤
∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx +2

√∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx

√∫b

a
(|g |2 +|g ′|2)dx

+
∫b

a
(|g |2 +|g ′|2)dx

=
√∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx +

√∫b

a
(|g |2 +|g ′|2)dx

2

= (‖ f ‖1 +‖g‖1)2.

(2) 不完备,若令

fn(x) =
√

x2 + 1

n2
, f (x) = |x|, −1 ≤ x ≤ 1.

则

| fn(x)− f (x)| = 1

n2
(√

x2 + 1
n2 +x2

) ≤ 1

n
,

| f ′
n(x)− f ′(x)| = 1

n2
√

x2 + 1
n2

(√
x2 + 1

n2 +x2
) ≤ 1

n
· 1√

x2 + 1
n2

.
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故

‖ f − fn‖2
1 ≤

∫1

−1

(
1

n2
+ 1

n2
· 1

x2 + 1
n2

)
dx = 2

n2
+ 2arctann

n
≤ 2

n2
+ π

n
→ 0,

因此 fn → f ,但 f 6∈C 1[−1,1].

� 题目1.5.7. 在 C [0,1]中,对每一个 f ∈C [0,1],令

‖ f ‖1 =
√∫1

0
| f (x)|2dx, ‖ f ‖2 =

√∫1

0
(1+x)| f (x)|2dx,

求证: ‖ ·‖1 和 ‖ ·‖2 是 C [0,1]中的两个等价范数.

解答. 由 1 ≤ 1+x ≤ 2,∀x ∈ [0,1]可得 ‖ f ‖1 ≤ ‖ f ‖2 ≤
p

2‖ f ‖1.

� 题目1.5.8. 设 BC [0,∞) 表示 [0,∞) 上连续且有界的函数 f (x) 全体, 对每个 f ∈
BC [0,∞)及 a > 0,定义

‖ f ‖1 =
√∫∞

0
e−ax | f (x)|2dx.

(1) 求证 ‖ ·‖a 是 BC [0,∞)上的范数.

(2) 若 a,b > 0, a 6= 0,求证 ‖ ·‖a 与 ‖ ·‖b 作为 BC [0,∞)上的范数是不等价的.

解答.

(1) 齐次性和正定性显然易见,三角不等式由 Cauchy不等式推得.

(2) 不妨设 a < b,令 fn(x) = eax/2χ[0,n](x)+ean/2(n +1−x)χ(n,n+1)(x) ∈ BC [0,∞).并且

‖ fn‖2
a

‖ fn‖2
b

≥ (b −a)n,

因此 ‖ ·‖a 和 ‖ ·‖b 不等价.

� 题目1.5.9. 设 X1, X2 是两个 B∗ 空间,在 X = X1 ×X2 上赋以范数

‖x‖ = max(‖x1‖1,‖x2‖2), ∀x = (x1, x2), xi ∈ Xi ,‖ ·‖i 是 Xi 上的范数 (i = 1,2).

求证:如果 X1, X2 是 B 空间,那么 X 也是 B 空间.
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解答. 设 {x(n)}为 X 上的 Cauchy列,则

‖x(n)
i −x(m)

i ‖i ≤ ‖x(n) −x(m)‖→ 0, n,m →∞(i = 1,2),

因此 {x(n)
i }为 Xi 中的 Cauchy列,收敛于 xi ∈ Xi .令 x = (x1, x2),则

‖x(n) −x‖ ≤ ‖x(n)
1 −x1‖1 +‖x(n)

2 −x2‖2,

在上式中令 n →∞即可.
� 题目1.5.10. 记 [a,b] 上次数不超过 n 的多项式全体为 Pn . 求证: ∀ f (x) ∈ C [a,b],

∃P0(x) ∈Pn ,使得

max
a≤x≤b

| f (x)−P0(x)| = min
P∈Pn

max
a≤x≤b

| f (x)−P (x)|.

也就是说, 如果用所有次数不超过 n 的多项式对 f (x)一致逼近, 那么 P0(x)是最佳

的.

解答. 由于 Pn = span{1, x, · · · , xn},因此 Pn 是有限维线性子空间,最佳逼近元必存在.

� 题目1.5.11. 在 R2 中,对 ∀x = (x1, x2) ∈R2,定义范数

‖x‖ = max(|x1|, |x2|),

并设 e1 = (1,0), x0 = (0,1).求 a ∈R适合

‖x0 −ae1‖ = min
λ∈R

‖x0 −λe1‖,

并问这样的 a 是否唯一?请对结果做出几何解释.

解答. 注意到

min
λ∈R

‖x0 −λe1‖ = min
λ∈R

max(1, |λ|) = 1,

因此当 |a| ≤ 1时是最小逼近元,不唯一. 从 (R2,‖·‖)中单位球面的图像 (见题目1.5.5的

‖·‖3) 不难看出, 正方形两个相邻顶点的中点仍在单位球面上, 因此该赋范空间不是
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严格凸的,从而最佳逼近元不一定唯一.

� 题目1.5.12. 求证:范数的严格凸性等价于下列条件:

‖x + y‖ = ‖x‖+‖y‖(∀x 6= 0, y 6= 0) =⇒ x = c y (c > 0).

解答. 必要性: 设
∥∥x + y

∥∥= ‖x‖+∥∥y
∥∥,则必有 x

‖x‖ =
y

‖y‖ ,否则,

1 =
∥∥x + y

∥∥
‖x‖+∥∥y

∥∥ =
∥∥∥∥ ‖x‖
‖x‖+∥∥y

∥∥ · x

‖x‖ +
∥∥y

∥∥
‖x‖+∥∥y

∥∥ · y∥∥y
∥∥
∥∥∥∥< 1,

矛盾.

充分性: 设 ‖x‖ = ∥∥y
∥∥= 1且 x 6= y,若存在 0 <α< 1使得

∥∥αx + (1−α)y
∥∥= 1(该

范数不可能大于 1), 则
∥∥αx + (1−α)y

∥∥ = ‖αx‖+∥∥(1−α)y
∥∥ =⇒ αx = c(1−α)y (c >

0) =⇒ x = y,矛盾.

� 题目1.5.13. 设 X 是 B∗ 空间, X0 是 X 的线性子空间,假定 ∃c ∈ (0,1),使得

inf
x∈X0

‖y −x‖ ≤ c‖y‖ (∀y ∈ X ).

求证: X0 在 X 中稠密.

解答. 任取 x ∈ X ,存在 x1 ∈ X0 使得 ‖x −x1‖ ≤
( c+1

2

)‖x‖,如此递归,存在 x1, · · · , xn ,使

得 ∥∥∥∥∥x −
n∑

k=1
xk

∥∥∥∥∥≤
(

c +1

2

)n

‖x‖→ 0,

因此 {x1 +·· ·+xn} ⊂ X0 并收敛于 x,从而 X0 在 X 中稠密.

� 题目1.5.14. 设 C0 表示以 0为极限的实数全体,并在 C0 中赋以范数

‖x‖ = max
n≥1

|ξn | (∀x = (x1, · · · , xn) ∈C0).

又设 M
∆===

{
x = {ξn}∞1 ∈C0 :

∞∑
n=1

ξn
2n = 0

}
.

(1) 求证: M 是 C0 的闭线性子空间.
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(2) 设 x0 = (2,0,0, · · · ),求证:

inf
z∈M

‖x0 − z‖ = 1,

但 ∀y ∈ M 有 ‖x0 − y‖ > 1.

解答.

(1) 设 {x(k)} ⊂ M 且 x(k) → x ∈C0.则

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

xn

2n

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

x(k)
n

2n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

∣∣∣x(k)
n −xn

∣∣∣
2n

∣∣∣∣∣∣≤
∥∥∥x −x(k)

∥∥∥→ 0,

令 k → 0,得 x ∈ M ,从而 M 是闭的. M 为线性子空间根据定义易得.

(2) 若存在 y ∈ M 使得
∥∥x0 − y

∥∥ ≤ 1, 则 |y1| ≥ 1, |yn | ≤ 1,∀n ≥ 2. 而 lim
n→∞ yn = 0, 因此

|yn |必然从某项开始小于 1
2 ,从而

∞∑
n=1

yn

2n
= 0 =⇒ 1

2
≤

∣∣∣ y1

2

∣∣∣= ∣∣∣∣ ∞∑
n=2

yn

2n

∣∣∣∣< 1

2
,

矛盾,因此
∥∥x0 − y

∥∥ > 1,∀y ∈ M .下面证明 inf
z∈M

‖x0 − z‖ = 1.任取 ε> 0,存在 N 使

得 21−N < ε,令 y 满足 y1 = 1−21−N , yn = −1(2 ≤ n ≤ N ), yn = 0(n > N ),此时显然

y ∈C0,
∥∥x0 − y

∥∥= 21−N < ε,并且

∞∑
n=1

yn

2n
= 1−21−N

2
−

N∑
n=2

2−n = 0 =⇒ y ∈ M .

� 题目1.5.15. 设 X 是 B∗ 空间, M 是 X 的有限维真子空间. 求证: 存在 y ∈ X ,‖y‖ = 1,

使得

‖y −x‖ ≥ 1 (∀x ∈ M).

解答. 取 y0 ∈ M c ,存在 x0 ∈ M 使得
∥∥x0 − y0

∥∥= ρ(y0, M) > 0,令 y = y0−x0

‖x0−y0‖ ,则

∥∥y −x
∥∥=

∥∥y0 − (x0 +
∥∥x0 − y0

∥∥x)
∥∥∥∥x0 − y0

∥∥ ≥
∥∥x0 − y0

∥∥∥∥x0 − y0
∥∥ = 1,∀x ∈ M .
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1.6 内积空间

1.6.1 定义与基本性质
定义 1.6.1: 内积和内积空间

设 X 是数域 K上的线性空间, (·, ·) : X ×X →K满足

(1) 共轭对称性: (x, y) = (y, x)(∀x, y ∈ X ).

(2) (·, z)满足线性性: (αx +βy, z) =α(x, z)+β(y, z)(∀x, y, z ∈ X ,α,β ∈K).

(3) 正定性: (x, x) ≥ 0且 (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0(∀x ∈ X ).

则称 (·, ·)是 X 上的一个内积, X 称为内积空间.

命题 1.6.2: 内积的性质

设 (X , (·, ·)是内积空间,则
(1) (z, ·)满足共轭线性性,也即

(z,αx +βy) =α(z, x)+β(z, y), ∀x, y, z ∈ X ,α,β ∈ K .

(2) 若 x = 0或 y = 0,则 (x, y) = 0.

(3) ‖x‖ =p
(x, x)(x ∈ X )是 X 上的范数.

(4) (·, ·)关于 ‖·‖连续,即若 xn → x, yn → y,则 (xn , yn) → (x, y).

证明. (1)由内积定义的 (1)和 (2)可得.

(2) 2(x,0) = (x,2 ·0) = (x,0) =⇒ (x,0) = 0. (0, y) = (y,0) = 0.

(3)正定性由内积定义 (3)可得,齐次性由 (1)和内积定义的 (2)可得. 三角不等

式:

∥∥x + y
∥∥2 = (x + y, x + y) = ‖x‖2 + (x, y)+ (y, x)+∥∥y

∥∥2

≤ ‖x‖2 +2
√

‖x‖ ·∥∥y
∥∥+∥∥y

∥∥2 = (‖x‖+∥∥y
∥∥)2.

其中不等号处使用了 Cauchy-Schwarz不等式,它的证明在下面给出.
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(4)由于 {yn}收敛,故存在 M > 0使得
∥∥yn

∥∥≤ M(∀n ≥ 1),则

∣∣(xn , yn)− (x, y)
∣∣≤ ∣∣(xn −x, yn)

∣∣+ ∣∣(x, yn − y)
∣∣

≤ M‖xn −x‖+‖x‖ ·∥∥yn − y
∥∥→ 0,

上式中也使用了 Cauchy-Schwarz不等式.
引理 1.6.3: Cauchy-Schwarz 不等式

设 X 是内积空间,令 ‖x‖ =p
(x, x), x ∈ X .则

∣∣(x, y)
∣∣≤ ‖x‖ ·∥∥y

∥∥, ∀x, y ∈ X ,

等号成立当且仅当 x, y 线性相关.

证明. 对 x, y ∈ X ,不妨设 y 6= 0(否则不等式显然成立). 任取 λ ∈K,有

(x +λy, x +λy) = (x, x)+2Reλ(x, y)+|λ|2(y, y) ≥ 0.

在上式中取 λ=− (x,y)
(y,y) ,则

(x, x)−2

∣∣(x, y)
∣∣2

(y, y)
+

∣∣(x, y)
∣∣2

(y, y)
≥ 0,

整理即得
∣∣(x, y)

∣∣≤ ‖x‖ ·∥∥y
∥∥.

若等号成立,不妨设 y 6= 0,则

(
x − (x, y)

(y, y)
y, x − (x, y)

(y, y)
y

)
= (x, x)−

∣∣(x, y)
∣∣

(y, y)
= 0 =⇒ x = (x, y)

(y, y)
y.

命题 1.6.4: 平行四边形等式和极化恒等式

在赋范空间 (X ,‖·‖)中可以引入满足
p

(x, x) = ‖x‖(∀x ∈ X )的内积,当且仅当范
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数满足 ∥∥x + y
∥∥2 +∥∥x − y

∥∥2 = 2(‖x‖2 +∥∥y
∥∥2), ∀x, y ∈ X ,

上式称为平行四边形等式.

当 K=R时,引入的内积为

(x, y) = 1

4
(
∥∥x + y

∥∥2 −∥∥x − y
∥∥2), ∀x, y ∈ X .

当 K=C时,引入的内积为

(x, y) = 1

4

(∥∥x + y
∥∥2 −∥∥x − y

∥∥2 + i
∥∥x + i y

∥∥− i
∥∥x − i y

∥∥)
, ∀x, y ∈ X .

上面两式称为极化恒等式.

证明. 必要性:

∥∥x + y
∥∥2 +∥∥x − y

∥∥2

=(
(x, x)+ (x, y)+ (y, x)+ (y, y)

)+ (
(x, x)− (x, y)− (y, x)+ (y, y)

)
=2(‖x‖2 +∥∥y

∥∥2), ∀x, y ∈ X .

充分性: 若 K=R,下面证明由

(x, y) = 1

4
(
∥∥x + y

∥∥2 −∥∥x − y
∥∥2), ∀x, y ∈ X

是一个内积. 首先,注意到

∥∥2x + y
∥∥2 = ∥∥x + (x + y)

∥∥2 = 2‖x‖2 +2
∥∥x + y

∥∥2 −∥∥y
∥∥2,∥∥2x − y

∥∥2 = ∥∥x + (x − y)
∥∥2 = 2‖x‖+2

∥∥x − y
∥∥2 −∥∥y

∥∥2,
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两式相减并乘 1
4 可得 (2x, y) = 2(x, y),从而

(x1 +x2, y)

=2
(x1 +x2

2
, y

)
=1

4

(∥∥∥x1 +x2

2
+ y

∥∥∥2
−

∥∥∥x1 +x2

2
− y

∥∥∥2
)

=1

4

((∥∥x1 + y
∥∥2 +∥∥x2 + y

∥∥2 − 1

2
‖x1 −x2‖

)
−

(∥∥x1 − y
∥∥2 +∥∥x2 − y

∥∥2 − 1

2
‖x1 −x2‖2

))
=1

4

((∥∥x1 + y
∥∥2 +∥∥x2 + y

∥∥2
)
−

(∥∥x1 − y
∥∥2 +∥∥x2 − y

∥∥2
))

=(x1, y)+ (x2, y).

根据 (·, ·)的定义它显然是一个连续函数,因此要证明 (αx, y) =α(x, y),∀α ∈R只需对

α ∈Q证明该式即可. 事实上,根据 (x1 +x2, y) = (x1, x2, y)易得


q
(

p
q x, y

)
= pq

(
1
q x, y

)
= p

(
x, y

)
,∀p, q ∈N,

(x, y)+ (−x, y) = (0, y) = 0,

故 (αx, y) =α(x, y),∀α ∈Q.最后,再由 (x, y) = (y, x), (x, x) = ‖x‖ ≥ 0,(x, x) = 0 ⇐⇒ x =
0得到 (·, ·)的确是一个内积.

K=C的情形留作习题.
例 1.6.5: 平行四边形等式的反例

在 C [a,b]中不可能引入一种内积 (·, ·),使其满足

√
( f , f ) = max

a≤x≤b

∣∣ f (x)
∣∣, ∀ f ∈C [a,b].

证明. 若 C [a,b]可以引入题设内积,则范数 ‖·‖满足三角恒等式,也即

max
a≤x≤b

∣∣ f + g
∣∣2 + max

a≤x≤b

∣∣ f − g
∣∣2 = 2

(
max

a≤x≤b

∣∣ f
∣∣2 + max

a≤x≤b

∣∣g ∣∣2
)
,
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但显然 f (x) = x−a
b−a , g (x) = 1(∀x ∈ [a,b])不满足上式.

定义 1.6.6: Hilbert 空间

若内积空间 (X , (·, ·))关于内积诱导的范数完备,则称 X 是Hilbert空间.

定理 1.6.7: 内积空间的完备化

设 X 是内积空间, X 作为赋范空间的完备化空间记为 X0. ∀x, y ∈ X0, 存在

{xn}, {yn} ⊂ X 使得 xn → x, yn → y.令

(x, y)X0 := lim
n→∞(xn , yn),

则上述极限存在且不依赖于 {xn}和 {yn},并且 (X0, (·, ·)X0 )是 Hilbert空间.

证明. 首先验证极限由存在. 由

∣∣(xn , yn)− (xm , ym)
∣∣≤ ∣∣(xn , yn − ym)

∣∣+ ∣∣(xn −xm , ym)
∣∣

≤
(
sup

k
‖xk‖

)∥∥yn − ym
∥∥+(

sup
k

∥∥yk
∥∥)

‖xn −xm‖

以及 {xn}, {yn}收敛可知 {(xn , yn)}是数域 K上的 Cauchy列,故收敛.

接下来验证该极限与 {xn}, {yn}的选取无关. 设还有 x ′
n → x, y ′

n → y.则

∣∣(xn , yn)− (x ′
n , y ′

n)
∣∣

≤∣∣(xn −x, yn)
∣∣+ ∣∣(x, yn − y)

∣∣+ ∣∣(x −x ′
n , y)

∣∣+ ∣∣(x ′
n , yn − y)

∣∣→ 0,

因此 lim
n→∞(xn , yn) = lim

n→∞(x ′
n , y ′

n).

最后验证 (·, ·)X0 是 X0 上的内积. 共轭对称性,线性性以及非负性由 (·, ·)是内
积容易得到. 由 ‖·‖X0 的定义 (定理1.2.5)可知 ‖x‖2

X0
= (x, x)X0 ,故也满足正定性.

(X0, (·, ·)X0 )是 Hilbert空间由 ‖x‖2
X0

= (x, x)X0 以及 (X0,‖·‖X0 )是 Banach空间可

得.
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1.6.2 正交与投影
定义 1.6.8: 正交

设 X 是内积空间. 若 (x, y) = 0,则称 x 与 y 正交,记为 x ⊥ y.

设 M 是 X 的子集,若 x ⊥ y(∀y ∈ M),则称 x 与 M 正交,记为 x ⊥ M .

设 M , N 都是 X 的子集,若 ∀x ∈ M , y ∈ N ,都有 x ⊥ y,则称 M 与 N 正交,记为

M ⊥ N .

对 M ⊂ X ,称 M⊥ := {x ∈ X : x ⊥ M }为 M 的正交补.

命题 1.6.9: 正交和正交补的性质

(1) x ⊥ y ⇐⇒ y ⊥ x.

(2) 对 X 的稠密子集 M ,若 x ⊥ M ,则 x = 0.

(3) 若 M ⊂ N ,则 N⊥ ⊂ M⊥.

(4) 设 M 是 X 的子空间,则 M ∩M⊥ = {0}.

(5) 设 x ⊥ y,则
∥∥x + y

∥∥2 = ‖x‖2 +∥∥y
∥∥2(勾股定理).

(6) 设 M ⊂ X ,则 M⊥ 是 X 的闭子空间.

(7) 设 M ⊂ X ,记 M 张成的线性空间为

spanM :=
{ ∞∑

i=1
αi xi : xi ∈ M ,αi ∈K,n ∈N

}
.

则 (spanM)⊥ = (spanM)⊥ = M⊥.

证明. 每个都很显然,只证明 (3),由M 稠密知存在 xn → x且 {xn} ⊂ M 满足 (xn , x) = 0,

根据内积的连续性可知 (x, x) = 0,从而 x = 0.

引理 1.6.10: Hilbert 空间中闭凸集最佳逼近元的存在唯一性

设 X 是 Hilbert空间, M 是 X 的闭凸子集,则 ∀x ∈ X ,存在唯一的 y ∈ M 使得

∥∥x − y
∥∥= ρ(x, M).

+ 注
若 M 满足 ∀x, y ∈ M ,α ∈ [0,1] 都有 αx + (1−α)y ∈ M , 则称 M 是凸集
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证明. 由 ρ(x, M)的定义,存在 {zn} ⊂ M 使得

‖x − zn‖ <
(
1+ 1

n

)
ρ(x, M), n = 1,2,3, · · · .

{zn}是 Cauchy列,因为由平行四边形等式可得

‖zm − zn‖2 = ‖(zm −x)+ (x − zn)‖2

=2(‖zm −x‖2 +‖x − zn‖2)−‖zm + zn −2x‖2

=2
(‖zm −x‖2 +‖x − zn‖2)−4

∥∥∥zm + zn

2
−x

∥∥∥2

≤2

(
1+ 1

m

)2

ρ(x, M)2 +2

(
1+ 1

n

)2

ρ(x, M)2 −4ρ(x, M)2 → 0,

其中不等式成立是由于 M 是凸集, zm+zn
2 ∈ M .

由 X 是 Hilbert空间,存在 y ∈ X 使得 zn → y.而 M 是闭集,故 y ∈ M .在

ρ(x, M) ≤ ‖x − zn‖ <
(
1+ 1

n

)
ρ(x, M)

中令 n →∞可得 ρ(x, M) = ∥∥x − y
∥∥.

最后证明唯一性. 设 y1, y2 ∈ M 满足

∥∥x − y1
∥∥= ∥∥x − y2

∥∥= ρ(x, M).

令 y2n−1 = y1, y2n = y2,则
∥∥x − yn

∥∥ → ρ(x, M),由上面的论证可知 {yn}是 Cauchy列,

从而 y1 = y2.

引理 1.6.11: 投影定理

设 X 是 Hilbert空间, M 是 X 的闭子空间,则 ∀x ∈ X ,存在 x0 ∈ M , x1 ∈ M⊥使得

x = x0 +x1,

并且该分解是唯一的.
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+ 注
x0 称为 x 在 M 上的投影.

证明. 由于M是闭子空间,则M是闭凸集,根据上一引理, ∀x ∈ X ,存在唯一的 x0 ∈ M

使得

‖x −x0‖ = ρ(x, M).

下面证明 x −x0 ∈ M .任取 y ∈ M 以及 t ∈R,有 x0 + t y ∈ M ,则

∥∥x − (x0 + t y)
∥∥≥ ρ(x, M) = ‖x −x0‖2,

=⇒‖x −x0‖2 + t 2
∥∥y

∥∥2 −2t Re(x −x0, y) ≥ ‖x −x0‖2

=⇒ 2t Re(x −x0, y) ≤ t 2
∥∥y

∥∥2

=⇒ Re(x −x0, y) = 0.

若 K=C,则

∥∥x − (x0 + i t y)
∥∥2 ≥ ‖x −x0‖2

=⇒ 2t Im(x −x0, y) ≤ t 2
∥∥y

∥∥2

=⇒ Im(x −x0, y) = 0.

综上可得 (x −x0, y) = 0(∀y ∈ M).从而 x −x0 ⊥ M .取 x1 = x −x0 即可.

最后证明唯一性. 若 x = x ′
0 + x ′

1, 由于还有 x = x0 + x1, 则 x0 − x ′
0 = x ′

1 − x1 ∈
M ∩M⊥ = {0},从而 x0 = x ′

0, x1 = x ′
1.

推论 1.6.12

设 X 是 Hilbert空间, M 是 X 的闭子空间且 M 6= X ,则 M⊥ 6= {0}.

证明. 由于 M 6= X ,存在 x ∈ X \ M 以及 x0 ∈ M , x1 ∈ M⊥ 使得 x = x0 +x1,则 x1 6= 0,故

M⊥ 6= {0}.

推论 1.6.13

设 X 是 Hilbert空间, M 是 X 的子空间. 则 M = (M⊥)⊥.



· 74 · 第一章 度量空间与赋范空间

证明. 任取 x ∈ M ,则 x ⊥ M⊥,从而 x ∈ (M⊥)⊥,因此 M ⊂ (M⊥)⊥.再根据 (M⊥)⊥ 是闭

集知, M ⊂ (M⊥)⊥.

反设 M M 6= (M⊥)⊥.若记 Y := (M⊥)⊥,则 Y 是 Hilbert空间. 由上一推论, 存在

非零元 x0 ∈ Y , x0 属于 M 在 Y 中的正交补 M
⊥
Y ⊂ M⊥.因此 x0 ∈ Y ∩M⊥ = (M⊥)⊥∩

M⊥ =⇒ x = 0,与 x 是非零元矛盾.

+ 注
事实上, 若 E 是任意集合, 则 M = spanE 是子空间, 并且有 E⊥ = M⊥, 因此

spanE = (E⊥)⊥.

推论 1.6.14

设 X 是 Hilbert空间, M 是子空间. 若 M⊥ = {0},则 M 在 X 中稠密.

证明. 由上一推论, M = (M⊥)⊥ = {0}⊥ = X .

定义 1.6.15: 直交合

设 M1, M2 是 Hilbert空间的子空间. 若 M1 ⊥ M2,则称 M = M1 +M2 := {x1 + x2 :

x1 ∈ M1, x2 ∈ M2}为 M1 与 M2 的直交和,记为 M = M1 ⊕M2.

推论 1.6.16

设 X 是 Hilbert空间, M 是 X 的子集,则 X = spanM ⊕M⊥.特别地,若 M 是闭

子空间,则 X = M ⊕M⊥.

1.6.3 正交系
定义 1.6.17: 正交系, 标准正交系和 Fourier 系数

设 X 是内积空间, S ⊂ X 是一族非零向量.

若 S 中任何两个不同的向量正交,则称 S 是 X 中的正交系.

若正交系 S 中每个向量的范数均为 1,则称 S 是标准正交系.

设 S 为 X 中的标准正交系. 对于 x ∈ X ,称 (x,e)(e ∈ S)为 x 关于 e 的Fourier系

数.

由于在大多数情况下 (比如空间 L2 和 l 2), S 是至多可数的,因此下面只考虑这
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种情况 (也即假设 S 都是至多可数的).
例 1.6.18: L2[0,2π]

集合 S :=
{

ei nθp
2π

}∞
n=−∞为 L2[0,2pi ]中的标准正交系,并且 f ∈ L2[0,2π]的 Fourier

系数为

fn := ( f ,
e i nθ

p
2π

) = 1p
2π

∫2π

0
f (θ)e i nθdθ, n ∈Z.

例 1.6.19: l 2

S := {en}∞n=1 是 l 2 中的标准正交系, 其中 en 是第 n 项为 0 其余为 1 的数列,

x = {xn} ∈ l 2 的 Fourier系数为 (x,en) = xn .

定理 1.6.20: Bessel 不等式

设 X 是内积空间, S = {en}∞1 是 X 中的一个标准正交系,则 ∀x ∈ X ,有

∞∑
n=1

|(x,en)|2 ≤ ‖x‖2.

证明.

∥∥∥∥x −
m∑

n=1
(x,en)en

∥∥∥∥2

= ‖x‖2 −2Re

(
x,

m∑
n=1

(x,en)en

)
+

∥∥∥∥ m∑
n=1

(x,en)en

∥∥∥∥2

=‖x‖2 −
m∑

n=1

∣∣(x,en)2
∣∣≥ 0,

上式即
m∑

n=1
|(x,en)|2 ≤ ‖x‖2, ∀m ≥ 1.

令 m →∞,则
∞∑

n=1
|(x,en)|2 ≤ ‖x‖2.

+ 注
若 S 是一般的标准正交系 (可能不可数), 则依旧有 ∑

e∈S
|(x,e)| ≤ ‖x‖(∀x ∈ X ),其

中至多有可数个 (x,e) 非零, 证明见附录A.5.
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推论 1.6.21

设 X 是 Hilbert空间, {en}∞1 是标准正交系,则 ∀x ∈ X ,
∞∑

n=1
(x,en)en ∈ X 且

‖x‖2 =
∥∥∥∥x −

∞∑
n=1

(x,en)en

∥∥∥∥2

+
∥∥∥∥ ∞∑

n=1
(x,en)en

∥∥∥∥2

.

证明. 由 Bessel不等式, ∀x ∈ X ,
∞∑

n=1
|(x,en)|2 ≤ ‖x‖ <∞,因此当 m →∞时,

∥∥∥∥∥ m+p∑
n=m+1

(x,en)en

∥∥∥∥∥
2

=
m+p∑

n=m+1
|(x,en)|2 → 0,

故由 X 是 Hilbert 空间知
∞∑

n=1
(x,en)en 收敛. 推论中的等式由内积的连续性 (无穷求

和与内积课交换)不难证明.
定理 1.6.22: Riesz-Fisher 定理

设 X 是 Hilbert空间, {en}∞1 是 X 中的标准正交系. 令 {cn}∞1 ∈ l 2,则存在唯一的

x ∈ span{en}∞1 使得 {cn}∞1 是 x 关于 en 的 Fourier系数,即

x =
∞∑

n=1
cnen , ‖x‖2 =

∞∑
n=1

|cn |2.

证明. 令 xm :=∑m
n=1 cnen ,由于 {cn} ∈ l 2,则

∥∥xm+p −xm
∥∥2 =

∥∥∥∥∥ m+p∑
n=m+1

cnen

∥∥∥∥∥
2

=
m+p∑

n=m+1
|cn |2 → 0, m →∞,

因此 {xm}是 X 中的 Cauchy列,根据完备性可知存在 x ∈ X 使得 x =
∞∑

n=1
cnen .另外,

(x,e j ) =
( ∞∑

n=1
cnen ,e j

)
= c j (e j ,e j ) = c j ,

因此 ‖x‖2 =
∞∑

n=1
|cn |2.

由于点列
{

m∑
n=1

cnen

}∞

m=1
的极限如果存在必唯一,因此这样的 x 是唯一的.
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+ 注
若 S := {eλ : λ ∈Λ} 是标准正交系 (可能不可数), {cλ : λ ∈Λ} ⊂K 满足

∑
λ∈Λ

|cλ|2 <
∞, 则存在 x ∈ spanS 使得 cλ 是 x 关于 eλ 的 Fourier 系数.

+ 注
若 Bessel 不等式中的等号成立, 则称为 Parseval 等式, 即

‖x‖2 =
∞∑

n=1
|(x,en)|, ∀x ∈ X .

定义 1.6.23: 正交系的完备与完全

设 {en}∞1 是内积空间 X 中的一个标准正交系, 若 ∀x ∈ X 都有 Parseval等式成

立,也即

‖x‖2 =
∞∑

n=1
|(x,en)|2,

则称 {en}是完备的.

若对于 x ∈ X 满足 (x,en) = 0(∀n),都有 x = 0,则称 {en}是完全的.

定理 1.6.24: Hilbert 空间中正交系的完备与完全等价

设 X 是 Hilbert空间, {en}是 X 中的标准正交系,则下列条件等价:

(1) {en}完备.

(2) ∀x ∈ X , x =
∞∑

n=1
(x,en)en .

(3) ∀x, y ∈ X , (x, y) =
∞∑

n=1
(x,en)(y,en).

(4) {en}完全.

证明. (1)=⇒ (2): 由于 {en}完备,由定义知,

‖x‖2 =
∞∑

n=1
|(x,en)|2, x ∈ X .

则由推论1.6.21知
∞∑

n=1
(x,en)en ∈ X ,并且

‖x‖2 =
∥∥∥∥x −

∞∑
n=1

(x,en)en

∥∥∥∥2

+
∥∥∥∥ ∞∑

n=1
(x,en)en

∥∥∥∥2

,
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因此 ∥∥∥∥x −
∞∑

n=1
(x,en)en

∥∥∥∥= 0 =⇒ x =
∞∑

n=1
(x,en)en .

(2)=⇒ (3):

(x, y) =
( ∞∑

n=1
(x,en)en ,

∞∑
m=1

(y,em)em

)
=

∞∑
n=1

(x,en)(y,en), ∀x, y ∈ X .

(3)=⇒ (4): 设 x ∈ X 满足 (x,en) = 0,∀n.则

(x, y) =
∞∑

n=1
(x,en)(y,en) = 0, ∀y ∈ X ,

从而 x = 0.

(4)=⇒ (1): ∀x ∈ X ,由 Bessel不等式,有
∞∑

n=1
|(x,en)|2 ≤ ‖x‖2.由 Riesz-Fisher定理,

存在 x0 ∈ span{en}使得

x0 =
∞∑

n=1
(x,en)en , ‖x0‖2 =

∞∑
n=1

|(x,en)|2.

由于 (x − x0,en) = (x,en)− (x0,en) = (x,en)− (x,en) = 0(∀n), 因此根据 {en} 完全可知

x −x0 = 0,也即 x = x0,从而 Parseval等式成立.

+ 注
若 X 是内积空间, 则 (1)⇐⇒ (2)⇐⇒ (3)=⇒ (4), 但未必有 (4)=⇒ (1).

+ 注
设 X 是内积空间, 若 X 存在完备的可数标准正交系 {en}, 则 X 是可分的.

证明. 由 (2), ∀x ∈ X , x =
∞∑

n=1
(x,en)en ∈ span{en},从而 X = span{en},则

{
n∑

k=1
qk ek : qk ∈Q(1 ≤ k ≤ n),n ∈N

}

是 X 的可数稠密子集,从而 X 可分.
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定理 1.6.25: Hilbert 空间可分充要条件

设 X 是 Hilerbt空间,则 X 可分的充要条件是: X 存在至多可数的完备正交系

S.

证明. 充分性由上一注记得到. 下面证明必要性. 由于 X 可分, 存在至多可数的稠

密子集 {zn}∞1 , 从而 X = span{zn}∞1 , 取 {zn} 的线性无关子列 {xn} 使得 span{zn}∞1 =
span{xn}∞1 .使用 Gram-Schmidt正交化,令 y1 = x1, yn = xn −

n−1∑
i=1

(xn ,yi )
(yi ,yi ) yi ,en = yn

‖yn‖ ,如

此得到的 {en}∞1 满足 span{en} = span{xn} = span{zn}, 并且 {en}∞1 两两正交. 从而

X = span{en}∞1 , {en}是完备正交系.
定理 1.6.26: 无穷维可分 Hilbert 空间的刻画

设 X 是无穷维可分的 Hilbert空间,则 X 与 l 2 等距同构.

+ 注
内积空间中的等距同构是指对 X1, X2, 存在从 X1 到 X2 的线性满射 T 满足

(x, y)X1 = (T x,T y)X2 , 此时 T 称为等距同构映射.

证明. 由上一定理, X 有完备正交系 {en}∞1 .令

T : X → l 2, T x = {(x,en)} ∈ l 2.

则由完备正交系的等价条件 (3)知

(x, y) =
∞∑

n=1
(x,en)(y,en) = (T x,T y), ∀x, y ∈ X ,

而 T 显然是线性映射. 最后验证 T 是满射. 任取 {cn} ∈ l 2,由 Riesz-Fisher定理知存在

唯一的 x ∈ X 使得 (x,en) = cn(∀n),此即 T x = {cn},从而 T 是满射.

因此 T 是等距同构映射, X 与 l 2 等距同构.

+ 注
该定理表明所有无穷维可分 Hilbert 空间彼此同构.
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+ 注
若 dimX = n <∞, 则同样的论述可以得到 X 与 Kn 等距同构.

定理 1.6.27

任何非零 Hilbert空间均存在完备标准正交系.

证明. 该定理需要使用 Zorn引理,证明见附录A.5.

1.6.4 作业

� 题目1.6.1. 设 (X ,‖·‖)是复赋范空间 (数域为 C),满足平行四边形等式:

∥∥x + y
∥∥2 +∥∥x − y

∥∥2 = 2(‖x‖2 +∥∥y
∥∥2), ∀x, y ∈ X .

则 X 上可以引入内积 (·, ·)满足 ‖x‖ =p
(x, x),∀x ∈ X .

解答. 若 K=C,下面证明由

(x, y) = 1

4

(∥∥x + y
∥∥2 −∥∥x − y

∥∥2 + i
∥∥x + i y

∥∥− i
∥∥x − i y

∥∥)
, ∀x, y ∈ X

定义的函数是一个内积. 若记 (x, y)R = 1
4

(∥∥x + y
∥∥2 −∥∥x − y

∥∥2
)
,则

(x, y) = (x, y)R+ i (x, i y)R,

从而

(x1 +x2, y)

=(x1, y)R+ i (x1, i y)R+ (x2, y)R+ i (x2, i y)R

=(x1, y)+ (x2, y).

再由 (x, y) = (y, x)得 (x, y1 + y2) = (x, y1 + y2).从而

(αx, y) = (Reα)(x, y)+ (Imα)(i x, y) = (Reα)(x, y)+ (Imα)(y, i x)
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=(Reα)(x, y)+ (Imα)(y, x)R+ (Imα)i (y, x)R =α(x, y).

因此 (·, ·)是 X 上的内积.

� 题目1.6.2. 判断并证明 l p (1 ≤ p ≤∞)是否满足平行四边形等式.

解答. p = 2时满足平行四边形等式,因为

(x, y) =
∞∑

n=1
xn yn , x = {xn}, y = {yn} ∈ l 2

是 l 2 上与范数相容的内积.

其余情况不满足平行四边形等式,因为若记 en 是第 n 分量为 1其余为 1的数

列,则 en ∈ l p 且

‖e1 +e2‖2 +‖e1 −e2‖2 = 2
2
p +1 6= 4 = 2(‖e1‖2 +‖e2‖2).

� 题目1.6.3. 求证: 在 C [a,b]中不可能引入一种内积 (·, ·),使其满足

√
( f , f ) = max

a≤x≤b

∣∣ f (x)
∣∣, ∀ f ∈C [a,b].

解答. 若 C [a,b]可以引入题设内积,则范数 ‖·‖满足三角恒等式,也即

max
a≤x≤b

∣∣ f + g
∣∣2 + max

a≤x≤b

∣∣ f − g
∣∣2 = 2

(
max

a≤x≤b

∣∣ f
∣∣2 + max

a≤x≤b

∣∣g ∣∣2
)
,

但显然 f (x) = x−a
b−a , g (x) = 1(∀x ∈ [a,b])不满足上式.

� 题目1.6.4. 在 L2[0,T ]中,求证:函数

x 7→
∣∣∣∣∫T

0
e−(T−τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣, ∀x ∈ L2[0,T ]

在单位球面上达到最大值,并求出此最大值和达到最大值的元素 x.
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解答. 由 Cauchy-Schwarz不等式,对任意 ‖x‖2 = 1,有

∣∣∣∣∫T

0
e−(T−τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣2

≤
(∫T

0
e−2(T−τ)dτ

)(∫T

0
|x(τ)|2dτ

)
= 1

2

(
1−e−2T )

,

因此该函数在单位球面上的最大值为
√

1−e−2T

2 ,由 Cauchy-Schwarz不等式的取等条

件,达到最大值的元素为 x(τ) = e−(T−τ)√
1−e−2T

2

,τ ∈ [0,T ].

� 题目1.6.5. 设 M 是 Hilbert空间 H 的子集,求证

(M⊥)⊥ = spanM .

解答. 记 E = spanM 为闭线性子空间,显然 (M⊥)⊥ = (E⊥)⊥,只需证 (E⊥)⊥ = E 即可.

任取 x ∈ E ,则 ∀y ∈ E⊥, y ⊥ x =⇒ x ∈ E⊥ =⇒ E ⊂ (E⊥)⊥.

下面证明若 x ∈ E c , 则 x 6∈ (E⊥)⊥. 由于 E 是闭子空间, 存在唯一正交分解 x =
y + z, y ∈ M , z ∈ M⊥.如果 x ⊥ E⊥,则

(x, z) = (x, x − y) = (x − y, x − y)+ (y, x − y) = (x − y, x − y) = 0,

从而 x = y ∈ M ,矛盾.

� 题目1.6.6. 在 L2[−1,1]中,问偶函数集的正交补是什么?证明你的结论.

解答. 偶函数的正交补是奇函数,也即 f 是奇函数当且仅当 f ⊥ g ,∀g 为 L2[−1,1]上

的偶函数 (此处的偶函数与奇函数均为几乎处处意义下).

必要性:

( f , g ) =
∫1

−1
f (x)g (x)dx

=
∫1

0
f (x)g (x)dx +

∫0

−1
f (x)g (x)dx

=
∫1

0
f (x)g (x)dx +

∫1

0
f (−x)g (−x)dx

=
∫1

0
f (x)g (x)dx +

∫1

0
(− f (x))g (x)dx = 0.
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充分性: 令 g (x) = f (x)+ f (−x)为偶函数,则

( f , g ) = ∥∥ f (x)+ f (−x)
∥∥2

2 = 0 =⇒ f (x)+ f (−x) = 0 a.e.

� 题目1.6.7. 在 L2[a,b]中,考察函数集 S = {e2πi nx}.

(1) 若 |b −a| ≤ 1,求证: S⊥ = {0};

(2) 若 |b −a| > 1,求证: S⊥ 6= {0}.

解答. (1) |b −a| = 1 由 Fourier 分析知识, 有 S⊥ = {0}. 若 |b −a| < 1, 补充定义 f (x) =
0, x ∈ (b, a +1]即可.

(2) 若 a < b − 2, 在 [a,b − 2) 上定义 f ≡ 0, 在 [b − 2,b − 1] 上定义 f ≡ −1; 若

b −2 ≤ a < b −1,在 [a,b −1]上定义 f ≡−1;在 (b −1,b]上定义

f (x) = ∑
n∈Z

(∫b−1

a
e2πi nt dt

)
e2πi nx , x ∈ (b −1,b],

其中
∣∣∣∫b−1

a e2πi nt dt
∣∣∣ ≤ 1

πn , 并且
∑

n∈Z
e2πi nx 对 x 一致有界, 由数学分析知识知如上定

义的 f 有意义,显然有 f ∈ S⊥ 且 f 6= 0.

� 题目1.6.8. 设 H 表示闭单位圆上的解析函数全体,内积定义为

( f , g ) = 1

i

∫
|z|=1

f (z)g (z)

z
dz, ∀ f , g ∈ H .

求证:
{

znp
2π

}
是一组正交规范集.

解答.

∥∥∥∥ zn

p
2π

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
|z|=1

|z|n
z

dz = 1

2πi

∫
|z=1|

dz

z
= 1, ∀n ≥ 0,

2πi

(
zm

p
2π

,
zn

p
2π

)
=

∫
|z|=1

zm zn

z
dz =

∫
|z|=1

zm−n−1dz = 0, ∀m > n.

� 题目1.6.9. 设 {en}∞1 , { fn}∞1 是 Hilbert空间 H 中的两个正交规范集,满足条件

∞∑
n=1

∥∥en − fn
∥∥2 < 1.
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求证: {en}和 { fn}两者中一个完备蕴含另一个完备.

解答. 设 {en}完备. 若 0 6= x ⊥ fn ,∀n ≥ 1,则

‖x‖2 =
∞∑

n=1
|(x,en)|2 =

∞∑
n=1

∣∣(x,en − fn)
∣∣≤ ∞∑

n=1
‖x‖2 · ∣∣en − fn

∣∣2 < ‖x‖2,

矛盾,因此 { fn}⊥ = {0}, { fn}也完备.

� 题目1.6.10. 设 H 是 Hilbert空间, H0 是 H 的闭线性子空间, {en}和 { fn}分别是 H0 和

H⊥
0 的正交规范基. 求证: {en}∪ { fn}是 H 的正交规范基.

解答. 设 x ∈ H ,由 x −P (x) ∈ H⊥
0 和 P (x) ∈ H0 ⊂ (H⊥)⊥ 知 (x −P (x),en) = (P (x), fn) =

0,∀n ≥ 1,从而

x = P (x)+ (
x −P (x)

)= ∞∑
n=1

(
(P (x),en)en + (x −P (x), fn) fn

)
=

∞∑
n=1

(
(x,en)en + (x, fn) fn

)
.

� 题目1.6.11. 设 X 是内积空间, {en}是 X 中的正交规范集,求证

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(x,en)(y,en)

∣∣∣∣≤ ‖x‖ ·∥∥y
∥∥, ∀x, y ∈ X .

解答. ∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(x,en)(y,en)

∣∣∣∣≤ ( ∞∑
n=1

|(x,en)|2
)( ∞∑

n=1

∣∣(y,en)
∣∣2

)
≤ ‖x‖ ·∥∥y

∥∥.

� 题目1.6.12. 设 X 是一个内积空间, ∀x0 ∈ X ,r > 0,令

C = {x ∈ X : ‖x −x0‖ ≤ r }.

(1) 求证: C 是 X 中的闭凸集.

(2) ∀x ∈ X ,令

y =


x0 + r (x−x0)

‖x−x0‖ , x 6∈C ,

x, x ∈C .
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求证: y 是 x 在 C 中的最佳逼近元.

解答. (1)直接验证即可.

(2)若 x ∈C ,显然成立. 若 x 6∈C ,则

‖x − z‖ = ‖(x −x0)− (z −x0)‖ ≥ ‖x −x0‖−‖z −x0‖
≥ ‖x −x0‖− r = ∥∥x − y

∥∥, ∀z ∈C .

� 题目1.6.13. 求 (a0, a1, a2) ∈R3 使得
∫1

0

∣∣e t −a0 −a1t −a2t 2
∣∣2

dt 取最小值.

解答. 考虑 L2[0,1]空间上的内积,有


a0(1,1)+a1(t ,1)+a2(t 2,1) = (e t ,1)

a0(1, t )+a1(t , t )+a2(t 2, t ) = (e t , t )

a0(1, t 2)+a1(t , t 2)+a2(t 2, t 2) = (e t , t 2)

=⇒


a0 = 39e −105

a1 =−216e +588

a2 = 210e −570

.

� 题目1.6.14. 设 f ∈C 2[a,b],满足边界条件

f (a) = f (b) = 0, f ′(a) = 1, f ′(b) = 0.

求证: ∫b

a

∣∣ f ′′(x)
∣∣2dx ≥ 4

b −a
.

解答. 令 f (x) 7→ f
( x−a

b−a

)
后,不妨设 a = 0,b = 1.记 g (x) = x(x −1)2,则

4
∫1

0

∣∣ f ′′(x)
∣∣2dx ≥

(∫1

0

∣∣g ′′(x)
∣∣2dx

)(∫1

0

∣∣ f ′′(x)
∣∣2dx

)
≥

∣∣∣∣∫1

0
f ′′(x)g ′′(x)dx

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫1

0
g ′′(x)d f ′(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ f ′(1)g ′′(1)− f ′(0)g ′′(0)−6
∫1

0
f ′(x)dx

∣∣∣∣= 1.
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2.1 线性算子的概念
例 2.1.1: 微分和积分方程中的例子

对偏微分方程
∂2u

∂t 2
−∆u = f ,

H := ∂2

∂t 2 −∆是一个线性算子.

对积分方程

y(x) = y0 +
∫x

x0

f (x, y(x))dx,

定义线性算子 T 将函数 y 映射为上式右端的函数, 则上述积分方程的解 y 就

是线性算子 T 的不动点.

定义 2.1.2: 线性算子和线性泛函

设 X 与 Y 是数域 K(=R或 C)上的线性空间, D 是 X 中的子空间, T 是从 D 到

Y 的映射. 若

T (αx +βy) =αT x +βT y, ∀x, y ∈ D,α,β ∈K,

则称 T 是线性算子.

+ 注
称 D 是 T 的定义域 (Domain), 记为 D(T ).

R(T ) 表示 T 的值域 (Range), 即 R(T ) = T (X ).

K er (T ) := {x ∈ D : T x = 0} 称为 T 的零空间或核空间.

86
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特别地, 取之于实数或复数的线性算子 (Y 为数域) 称为 线性泛函, 通常记为

f (x) 或 〈 f , x〉.

例 2.1.3: 有限维空间上的线性泛函

设 X 是有限维线性空间. 若 e1, · · · ,en 是 X 的一组基,则 X 上的线性泛函可以

表示为

f (x) =
n∑

j=1
α j x j , x =

n∑
j=1

x j e j ∈ X ,

其中 α j = f (e j ).并且有

K er ( f ) =
{

x =
n∑

j=1
x j e j ∈ X :

n∑
j=1

α j x j = 0

}
.

定义 2.1.4: 算子的连续, 有界和无界

设 X 与 Y 均是赋范空间, T : D(T ) → Y . 若对 xn , x ∈ D(T ), 当 xn → x 时有

T xn → T x,则称 T 在 x 点连续. 若 T 在 D(T )中每一点都连续,则称 T连续.

若 T 将 D 中的任一有界集映为 Y 中的有界集,则称 T有界.

反之,若存在 D 中的有界集 A,使得 T (A)在 Y 中无界,则称 T无界.

例 2.1.5: R2 上的旋转变换

对 θ ∈ [0,2π),定义 T : R2 →R2 为

T (x, y) =
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

x

y

, (x, y) ∈R2.

则 T 是 R2 →R2 的有界线性算子,并且是连续的.

例 2.1.6: C [a,b] 上的积分

定义

f (x) :=
∫b

a
x(t )dt , ∀x ∈C [a,b].

则 f 是 C [a,b]上的连续且有界的线性泛函.
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证明. 线性性显然. 若 xn → x,则

∣∣ f (x)− f (xn)
∣∣≤∫b

a
‖x −xn‖dt = (b −a)‖x −xn‖→ 0,

从而 f 是连续的. 设 A是 C [a,b]上的有界集,满足 |x(t )| ≤ M(∀x ∈ A, t ∈ [a,b],则

∣∣ f (x)
∣∣= ∣∣∣∣∫b

a
x(t )dt

∣∣∣∣≤ (b −a)‖x‖ ≤ (b −a)M ,

故 f 是有界的.
例 2.1.7: Dirac 函数

定义 〈δ, f 〉 := f (0),∀ f ∈C [−1,1],则 δ是 C [−1,1]上的线性泛函,并且是连续并

且有界的.

证明. 线性性: 设 α,β ∈K, f , g ∈C [−1,1],则

〈δ,α f +βg 〉 = (α f +βg )(0)

=α f (0)+βg (0) =α〈δ, f 〉+β〈δ, g 〉.

连续性: 设 fn → f ,则 fn 一致收敛于 f ,从而 fn(0) → f (0),也即 〈δ, fn〉→ 〈δ, f 〉.
有界性: 设 A在C [−1,1]上有界,则存在M〉0使得 ∥∥ f

∥∥≤ M(∀x ∈ A),而
∣∣〈δ, f 〉∣∣=∣∣ f (0)

∣∣≤ ∥∥ f
∥∥≤ M(∀x ∈ A),从而 δ(A)有界.

例 2.1.8: 有穷维赋范空间上的线性映射

设 T 是有穷维赋范空间 X 到赋范空间 Y 的线性映射,则 T 必是连续的.

证明. 设 e1, · · · ,en 为 X 的一组基,则 ∀x ∈ X ,有

‖T x‖ =
∥∥∥∥∥T

(
n∑

k=1
xk ek

)∥∥∥∥∥≤
n∑

k=1

|xk | · ‖Tek‖ ≤ max
1≤k≤n

‖Tek‖
n∑

k=1

|xk |,

根据有限维空间上范数的等价性,存在 C > 0使得

n∑
k=1

|xk | ≤C‖x‖, ∀x ∈ X ,
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从而

‖T x‖ ≤C max
1≤k≤n

‖Tek‖ ·‖x‖, ∀x ∈ X ,

故 T 连续.
例 2.1.9: 正交投影算子

Hilbert空间 X 上的正交投影算子. 设 M 是 X 的一个闭线性子空间,依投影定

理 (引理1.6.11),∀x ∈ X ,存在唯一的分解

x = y + z,

其中 y ∈ M , z ∈ M⊥.对应 x 7→ y 称作由 X 到M 的正交投影算子,记作 PM .在不

强调子空间 M 时,我们省略 M 而简记为 P . P 为连续线性算子,并且当 M 6= {0}

时, ‖P‖ = 1.

定理 2.1.10: 线性泛函的有界性与连续性等价

设 X ,Y 是赋范空间, T 是从 D(T ) ⊂ X 到 Y 的线性泛函,则以下四点等价:

(1) T 在 0处连续;

(2) T 连续;

(3) 存在 M > 0使得 ‖T x‖ ≤ M‖x‖,∀x ∈ D(T ).

(4) T 有界.

证明. (1) =⇒ (2): 设 xn , x ∈ D(T ),满足 xn → x,则 xn − x → 0,由于 T 在 0处连续, 则

T (xn −x) → 0,再由线性性易得 T xn → T x,从而 T 连续.

(2)=⇒ (3): 反设存在非零的 xn ∈ D(T )使得

‖T xn‖ > n‖xn‖, ∀n ≥ 1.

记 yn = xn
‖xn‖ ,则

∥∥yn
∥∥= 1并且

∥∥T yn
∥∥> n ∀n ≥ 1,
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则虽然 {yn}∞1 在 X 中有界,但 {T yn}∞1 在 Y 中无界,矛盾.

(3) =⇒ (4): 若 A ⊂ D(T ) 在 X 中有界, 则存在 r > 0 使得 A ⊂ BX (0,r ), 从而

T (A) ⊂ BY (0,r M).

(4)=⇒ (1): 反设 T 在 0处不连续,则存在非零的 xn ∈ D(T )和 ε0 > 0使得 xn → 0

但 ‖T xn‖ > ε0(∀n).记 yn = xn
‖xn‖ ,则

∥∥yn
∥∥= 1,但由 xn → 0知

∥∥T yn
∥∥> ε0

‖xn‖
→∞,

此时 {yn}有界但 {T yn}无界,与有界性矛盾.
定义 2.1.11: 算子范数

设 X ,Y 是赋范空间, T : D(T ) → Y 是有界线性算子. 称

‖T ‖ = sup
x∈D(T )

x 6=0

‖T x‖
‖x‖

为 T 的算子范数.

+ 注
不难证明

‖T ‖ =sup
x 6=0

‖T x‖
‖x‖ = inf{M > 0 : ‖T x‖ ≤ M‖x‖,∀x ∈ D(T )}

= sup
‖x‖=1

‖T x‖ = sup
‖x‖<1

‖T x‖ = sup
‖x‖≤1

‖T x‖.

此外还有

‖T x‖ ≤ ‖T ‖ ·‖x‖, ∀x ∈ D(T ).

+ 注
为了方便期间, 此后若无特别说明, 均默认 D(T ) = X , 这是对结果没有影响的,

因为 D(T ) 本身也是一个赋范线性空间 (继承了 X 上的范数).
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+ 注
用 L(X ,Y ) 表示从 X 到 Y 上的有界线性算子全体. 对 S,T ∈ L(X ,Y ),α,β ∈K,

定义

(αS +βT )(x) :=αSx +βT x,∀x ∈ X ,

则 αS +βT ∈ L(X ,Y ), 并且 L(X ,Y ) 依算子范数构成了一个赋范线性空间. 详

细的证明留作习题.

特别地, 若 Y = X , 则记为 L(X ) := L(X , X ). 若 Y =K, 则记 X ∗ := L(X ,K).

+ 注
设 Tn ,T ∈ L(X ,Y ), 则 Tn → T 即 ‖Tn −T ‖→ 0, 该收敛有时称作一致收敛, 因为

下一定理.

定理 2.1.12: 依算子范数收敛

设 X ,Y 是赋范空间, Tn ,T ∈ L(X ,Y ),则 ‖Tn −T ‖→ 0的充要条件为: Tn 在 X 的

任一有界集上一致收敛于 T.

证明. 必要性: 设 A 是 X 中的有界集,则存在 r > 0使得 A ⊂ BX (0,r ). ∀ε> 0,存在 N

使得

‖Tn −T ‖ < ε

r
, ∀n > N .

则对 ∀x ∈ A,n > N ,有

‖Tn x −T x‖ ≤ ‖Tn −T ‖ ·‖x‖ ≤ r‖Tn −T ‖ < ε.

充分性:取有界集为 X 中的单位球面 S := {x ∈ X : ‖x‖ = 1}.则

‖Tn −T ‖ = sup
x∈S

‖Tn x −T x‖→ 0.

定理 2.1.13: L(X ,Y ) 的完备性

设 X 是赋范空间, Y 是 Banach空间,则 L(X ,Y )也是 Banach空间.
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证明. 设 {Tn}是 L(X ,Y )中的 Cauchy列,则 ∀ε> 0存在 N > 0使得

‖Tn −Tm‖ < ε, ∀n,m > N .

∀x ∈ X , 由 ‖Tn x −Tm x‖ ≤ ‖Tn −Tm‖ · ‖x‖ 知 {Tn x} 是 Y 中的 Cauchy 列, 从而存在

y ∈ Y 使得 Tn x → y.定义

T : X → Y ,T x := lim
n→∞Tn x(x ∈ X ).

任取 α1,α2 ∈K, x1, x2 ∈ X ,有

T (α1x1 +α2x2) = lim
n→∞Tn(α1x1 +α2x2)

=α1 lim
n→∞Tn(x1)+α2 lim

n→∞Tn(x2) =α1T x1 +α2T x2.

从而 T 是线性的. 此外, ∀x ∈ X ,有

‖T x‖ ≤ ‖T x −Tn x‖+‖Tn x‖,

由于 {Tn}是 Cauchy列,故存在 M > 0使得 ‖Tn‖ ≤ M(∀n ≥ 1).则

‖T x‖ ≤ ‖T x −Tn x‖+M‖x‖,

令 n →∞可得
‖T x‖ ≤ M‖x‖,

即 T 有界,因此 T ∈ L(X ,Y ).

最后证明 Tn → T.任取 ε> 0,存在 N > 0使得

‖Tm −Tn‖ < ε, ∀m,> N .
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则对 m,n > N ,有

‖Tn x −T x‖ ≤ ‖Tn x −Tm x‖+‖Tm x −T x‖ ≤ ε‖x‖+‖Tm x −T x‖,

令 m →∞,得

‖Tn x −T x‖ ≤ ε‖x‖, ∀n > N .

因此 ‖Tn −T ‖→ 0.

例 2.1.14: l p 上的左平移算子

定义 Tn : l p → l p ,满足

Tn x = (xn , xn+1, xn+2, · · · ), x = {xk }.

由于 ‖Tn x‖ ≤ ‖x‖,故 T ∈ L(l p ),且 ‖T ‖ ≤ 1.若取 x 为第 n 分量为 1其余为 0的

点列,则 ‖x‖ = 1且 ‖Tn x‖ = 1,因此 ‖Tn‖ = 1.

∀x ∈ l p ,有 ‖Tn x‖→ 0(n →∞),这种收敛叫强收敛,但有此时 ‖Tn‖ = 1.

定义 2.1.15: 强收敛

设 X ,Y 是赋范空间, Tn ,T ∈ L(X ,Y ).若 ∀x ∈ X ,有

lim
n→∞‖Tn x −T x‖ = 0,

则称 {Tn}强收敛于 T,记作 Tn
s−−→ T,或 lim

n→∞Tn = T (强).

+ 注

若 Tn → T (‖Tn −T ‖→ 0), 必有 Tn
s−−→ T. 这是因为

‖Tn x −T x‖ ≤ ‖Tn −T ‖ ·‖x‖, ∀x ∈ X .

但反之未必成立, 上面的左平移算子就是一个反例.
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定义 2.1.16: 有界线性算子的乘法

设 X ,Y , Z 是赋范空间, S ∈ L(X ,Y ),T ∈ L(Y , Z ),定义 T 和 S 的乘积T ◦S : X → Z

为

T ◦S(x) = T (S(x)), x ∈ X .

则 T S ∈ L(X , Z ).

证明. 由

‖T Sx‖ ≤ ‖T ‖ ·‖Sx‖ ≤ ‖T ‖ ·‖S‖ ·‖x‖, x ∈ X

可得.
定理 2.1.17

设 T ∈ L(X ),则

lim
n→∞

∥∥T n
∥∥ 1

n = inf
n≥1

∥∥T n
∥∥ 1

n .

证明. 首先,由

liminf
n→∞

∥∥T n
∥∥ 1

n ≥ inf
n≥1

∥∥T n
∥∥ 1

n := r

可知只需证明 limsup
n→∞

≤ r. 由下确界定义知 (r 显然是有限的, 因为 r ≤ ‖T ‖), ∀ε > 0,

存在 m ∈N使得 ∥∥T m
∥∥ 1

m < r +ε.

当 n > m 时令 n = km +qn ,其中 0 ≤ qn < m,则

∥∥T n
∥∥ 1

n =
∥∥∥T km+qn

∥∥∥ 1
n ≤ ∥∥T m

∥∥ k
n · ‖T ‖ qn

n

≤(r +ε)
mk

n · ‖T ‖ qn
n ,

在上式中对 n 取上极限可得 limsup
n→∞

‖T n‖ 1
n ≤ r,证毕.

2.1.1 作业

� 题目2.1.1. 设 A ∈ L(X ,Y ),求证:
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(1) ‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖; (2) ‖A‖ = sup
‖x‖<1

‖Ax‖.

解答. (1) ‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖A‖ ·‖x‖ = ‖A‖.

(2)任取 ε ∈ (0,1),存在 ‖x‖ = 1满足 ‖A‖−δ≤ ‖Ax‖ ≤ ‖A‖,其中 δ= ε
‖A‖+1−ε ,从

而 y = x
1+δ 满足

∥∥y
∥∥< 1并且

∥∥Ay
∥∥= ‖Ax‖

1+δ
≥ ‖A‖−δ

1+δ
= ‖A‖−ε.

� 题目2.1.2. 设 f ∈ L(X ,R),求证:

(1)
∥∥ f

∥∥= sup
‖x‖=1

f (x); (2) sup
‖x‖<δ

f (x) = δ
∥∥ f

∥∥, ∀δ> 0.

解答. (1)只需注意到 ∀x ∈ X , f (sign( f (x))x) = sign( f (x)) f (x) = ∣∣ f (x)
∣∣.

(2)结合 (1)和上题 (2)易得.

� 题目2.1.3. 设 y(t ) ∈C [0,1],定义 C [0,1]上的泛函

f (x) =
∫1

0
x(t )y(t )dt , ∀x ∈C [0,1],

求
∥∥ f

∥∥.

解答.

∥∥ f (x)
∥∥≤

(∫1

0

∣∣y(t )
∣∣dt

)
‖x‖ =⇒ ∥∥ f

∥∥≤
∫1

0

∣∣y(t )
∣∣dt ,

f (sign(y)) =
∫1

0

∣∣y(t )
∣∣dt =⇒ ∥∥ f

∥∥≥
∫1

0

∣∣y(t )
∣∣dt .

� 题目2.1.4. 设 f 是 X 上的非零有界线性泛函,令

d = inf{‖x‖ : f (x) = 1, x ∈ X },

求证:
∥∥ f

∥∥= 1
d .

解答. 若 d = 0,则存在 xn 满足 f (xn) = 1且 ‖xn‖→ 0,由 f 的连续性知这是不可能
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的,因此 d > 0.任取 x 满足 f (x) = 1,有

∣∣∣∣ f

(
x

‖x‖
)∣∣∣∣= 1

‖x‖ ≤ 1

d
=⇒ ∥∥ f

∥∥≤ d .

取 yn 满足 f (yn) = 1并且

d ≤ ∥∥yn
∥∥≤ d + 1

n
,

从而

f

(
yn∥∥yn

∥∥
)
= 1∥∥yn

∥∥ ≥ 1

d + 1
n

,

由 n 的任意性,
∥∥ f

∥∥≥ 1
d .

� 题目2.1.5. 设 f ∈ X ∗,求证: ∀ε> 0,存在 x0 ∈ X ,使得 f (x0) = ∥∥ f
∥∥,且 ‖x0‖ < 1+ε.

解答. 取 x 满足 ‖x‖ = 1且 ∥∥ f
∥∥−δ< f (x) ≤ ∥∥ f

∥∥,

其中 δ= ‖ f ‖ε
1+ε .令 x0 = ‖ f ‖

f (x) x,则

f (x0) = ∥∥ f
∥∥, ‖x0‖ =

∥∥ f
∥∥

f (x)
<

∥∥ f
∥∥∥∥ f

∥∥−δ
= 1+ε.

� 题目2.1.6. 设 T : X → Y 是线性的,令

N (T )≜ {x ∈ X : T x = 0}.

(1) 若 T ∈ L(X ,Y ),求证: N (T )是 X 的闭线性子空间.

(2) 问 N (T )是 X 的闭线性子空间能否推出 T ∈ L(X ,Y )?

(3) 若 f 是线性泛函,求证

f ∈ X ∗ ⇐⇒ N ( f )是闭线性子空间.

解答. (1)设 {xn} ⊂ N (T ), xn → x0,则根据连续性以及 T xn = 0得 T x0 = 0, x0 ∈ N (T ).

(2)不能. 取赋范空间为 (l 1,‖·‖∞).记 f (x) =
∞∑

n=1
xn , x = {xn}, a = (1,−1,0,0, · · · ).
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又记

T x = x −a f (x).

f 显然是无界的,因为 f (x(m)) = m,其中 x(m)
n = 1(n ≤ m), x(m)

n = 0(n > m).

下面证明 N (T )是闭线性子空间,但 T 不是连续的.

先证 N (T ) 是闭线性子空间. 事实上若 T x = 0, 则由 an = 0(n > 2) 知 xn =
(T x)n = 0(n > 2). 并且 (T x)1 = x1 − a1 f (x) = −x2 = 0,(T x)2 = x2 − a2 f (x) = x1 = 0, 故

x = 0.从而 N (T ) = {0},为闭线性子空间.

再证 T 不是连续的. 为此,反设 T 有界, 即存在 M > 0使得 ‖T x‖∞ ≤ M‖x‖∞,

从而 ∣∣ f (x)
∣∣−1 ≤ max

{∣∣x1 − f (x)
∣∣, ∣∣x2 + f (x)

∣∣}≤ 1,∀x = {xn} ∈ l 1,‖x‖∞ = 1.

但 f 是无界的矛盾.

(3)只需证明充分性. 若 f 无界,则存在 ‖xn‖ = 1并且 f (xn) > n.令

yn = xn

f (xn)
− x1

f (x1)
,

则 yn ∈ N ( f ),并且 yn →− x1
f (x1) 6∈ N ( f ),矛盾.

2.2 Riesz表示定理

在 Hilbert空间中, (·, y)可以定义一个有界线性泛函,过程如下:

设 X 是 Hilbert空间,任取 y ∈ X ,定义

fy (x) := (x, y), x ∈ X .

由于 ∣∣ fy (x) = ∣∣(x, y)
∣∣∣∣≤ ‖x‖ ·∥∥y

∥∥ =⇒ ∥∥ fy
∥∥≤ ∥∥y

∥∥,

并且 ∥∥ fy
∥∥≥

∣∣∣∣ fy

(
y∥∥y
∥∥
)∣∣∣∣= ∥∥y

∥∥,
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因此 fy ∈ X ∗ 并且
∥∥ fy

∥∥= ∥∥y
∥∥.

定理 2.2.1: Riesz 表示定理

设 X 是 Hilbert空间, f ∈ X ∗.则存在唯一的 u ∈ X 使得

f (x) = (x,u),∀x ∈ X 且
∥∥ f

∥∥= ‖u‖.

反之, (·,u)定义了一个有界线性泛函 fu 满足
∥∥ fu

∥∥= ‖u‖.

证明. 不妨设 f 6= 0,则 K er f 是 X 的真闭子空间. 则 (Ker f )⊥ 6= {0}.取 x0 ∈ (Ker f )⊥且

‖x0‖ = 1, f (x0) 6= 0.任取 x ∈ X ,有

x = f (x)

f (x0)
x0 +

(
x − f (x)

f (x0)
x0

)
∈ (Ker f )⊥+Ker f .

则 (x, x0) = f (x)
f (x0) .也即

f (x) = (x, f (x0)x0), ∀x ∈ X .

令 u := f (x0)x0,则 f (x) = (x,u), x ∈ X ,并且
∥∥ f

∥∥= ‖u‖.

下面证明唯一性. 若还存在 u′ ∈ X 使得 f (x) = (x,u′),∀x ∈ X , 则 (x,u −u′) =
0,∀x ∈ X ,从而 u = u′.
定理 2.2.2

设 X 是 Hilbert空间, a(x, y)是 X 上的共轭双线性函数 (关于 x 线性,关于 y 共

轭线性),且存在 M > 0使得

∣∣a(x, y)
∣∣≤ M‖x‖ ·∥∥y

∥∥, ∀x, y ∈ X .

则存在唯一的 A ∈ L(X )使得 a(x, y) = (x, Ay),∀x, y ∈ X .并且

‖A‖ = sup
x,y 6=0

∣∣a(x, y)
∣∣

‖x‖ ·∥∥y
∥∥ .
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证明. ∀y ∈ X , a(·, y)定义了 X 上的一个有界线性泛函:

fy (x) := a(x, y), x, y ∈ X .

则由 Riesz表示定理,存在唯一的 uy ∈ X 使得

fy (x) = a(x, y) = (x,uy ) 且
∥∥ fy

∥∥= ∥∥uy
∥∥.

令 A : X → X , y 7→ uy .任取 α,β ∈K, y1, y2 ∈ X ,有

(x, A(αy1 +βy2)) = a(x,αy1 +βy2) =αa(x, y1)+βa(x, y2)

=α(x, Ay1)+β(x, Ay2) = (x,αAy1 +βAy2), ∀x ∈ X ,

则 A(αy1 +βy2) =αAy1 +βAy2, A是线性算子. 此外,对 y ∈ X ,有

∥∥Ay
∥∥= ∥∥uy

∥∥= ∥∥ fy
∥∥= sup

x 6=0

∣∣ fy (x)
∣∣

‖x‖ = sup
x 6=0

∣∣a(x, y)
∣∣

‖x‖ ≤ M
∥∥y

∥∥,

因此 A ∈ L(X ). A的唯一性是显然的. ‖A‖的表达式从上式不难看出.

2.3 开映射定理及其推论

2.3.1 开映射定理
定理 2.3.1: 开映射定理

设 X 和 Y 都是 Banach空间, T ∈ L(X ,Y ).若 T (X )是 Y 中的第二纲集,则存在

c > 0使得

BY (0,c) ⊂ T BX (0,1).

证明. 由

X =
∞⋃

n=1
BX (0,n), T X =

∞⋃
n=1

T BX (0,n)
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以及 T (X )是第二纲集知,存在 n0 ∈N使得 BX (0,n0)包含内点,记为 y0.故存在 δ> 0

使得

BY (y0,δ) ⊂ T BX (0,n0).

由于 T BX (0,n0)是对称的,因此还有 y0 ∈ T BX (0,n0).则

BY (0,δ) =−y0 +BY (y0,δ) ⊂ T BX (0,n0)+T BX (0,n0) ⊂ T BX (0,2n0).

从而

BY (0,
δ

2n0
) ⊂ T BX (0,1).

记 r := δ
2n0

,有 BY (0,r ) ⊂ T BX (0,1).取 c := r
3 ,下面证明

BY (0,
r

3
) ⊂ T BX (0,1).

由于 BY (0,r ) ⊂ T BX (0,1),则 ∀n ≥ 1,

BY (0,3−nr ) ⊂ T BX (0,3−n).

任取 y ∈ BY (0 r
3 ).由于 BY (0, r

3 ) ⊂ T BX (0,1),存在 x1 ∈ BX (0, 1
3 )使得

‖T −T x1‖ < r

32
.

上式即 y −T x1 ∈ BY (0, r
32 ).由于 BY (0, r

32 ) ⊂ T BX (0, 1
32 ),则存在 x2 ∈ BX (0, 1

32 )使得

∥∥y −T x1 −T x2
∥∥< r

33
.

上式即 y −T x1 −T x2 ∈ BY (0, r
33 ).以此类推,存在 xk ∈ BX (0,3−k )使得

∥∥∥∥∥y −
k∑

i=1
T xi

∥∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥y −T

(
n∑

i=1
xi

)∥∥∥∥∥< r

3k+1
.
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由于
∞∑

i=1
‖xi‖ ≤

n∑
i=1

3−i = 1
2 < 1,并且 X 是 Banach空间,存在 x ∈ BX (0,1)使得

x =
∞∑

i=1
xi .

在
∥∥∥∥y −T

(
k∑

i=1
xi

)∥∥∥∥< r
3k 中令 k →∞可得 y = T x,从而 y ∈ T BX (0,1).

+ 注
该定理还可以推出 T (X ) = Y , 即 T 是满射, 这是因为

Y =
∞⋃

n=1
BY (0,n) ⊂

∞⋃
n=1

T BX (0,
n

c
) = T X .

推论 2.3.2

设 X ,Y 是 Banach空间, T ∈ L(X ,Y ),则要么 R(T ) = Y ,要么 R(T )是 Y 中的第

一纲集.

定理 2.3.3

设 X 和 Y 都是 Banach空间, T ∈ L(X ,Y ).若 T (X )是 Y 中的第二纲集,则 T 是

开映射 (T 将 X 中的开集映为 Y 中的开集).

证明. 设 U 是 X 中的开集,对 ∀x ∈U ,下证 T x 是 TU 的内点. 由于 U 是开集,存在

δ> 0使得

BX (x,δ) ⊂U .

由上一定理,存在 c > 0使得 BY (0,c) ⊂ T B(0,1),从而

BY (T x,δc) = T x +δBY (0,cδ) ⊂ T x +T BX (0,δ) = T BX (x,δ) ⊂ TU .

定理 2.3.4: Banach 逆算子定理

设 X ,Y 是 Banach空间, T ∈ L(X ,Y )且 T 是双射,则 T −1 ∈ L(Y , X ), .
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证明. 由于

BY (0,c) ⊂ T BX (0,1),

则

T −1BY (0,1) ⊂ BX (0,c−1),

上式即
∥∥T −1

∥∥≤ c−1.

定理 2.3.5: 等价模定理

设 X 是线性空间, 其上有两个范数 ‖·‖1 和 ‖·‖2 使得 X 关于这两个范数都是

Banach空间. 若 ‖·‖2 比 ‖·‖1 强,则这两个范数等价.

证明. 由于 ‖·‖2 比 ‖·‖1 强,则存在 M > 0使得

‖x‖1 ≤ M‖x‖2, ∀x ∈ X .

则单位映射 I : (X ,‖·‖2) → (X ,‖·‖1) 是有界线性算子, 并且是满射. 由 Banach 逆算子

定理, I−1 : (X ,‖·‖1) → (X ,‖·‖2)是有界线性算子,从而存在 M ′ > 0使得

‖x‖2 ≤ ‖x‖2, x ∈ X ,

故两个范数等价.

2.3.2 闭图像定理
定义 2.3.6: 乘积空间

设 X 与 Y 是赋范空间,令

X ×Y = {(x, y) : x ∈ X , y ∈ Y },

在其上定义范数 ∥∥(x, y)
∥∥ := ‖x‖+∥∥y

∥∥, (x, y) ∈ X ×Y ,
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则称 X ×Y 为 X 与 Y 的乘积空间.

定义 2.3.7: 线性算子的图像与闭算子

设 X ,Y 是赋范空间, T : D(T ) → Y 是线性算子,称

GT := {(x,T x) : x ∈ D(T )}

为 T 的图像(Graph).

若 GT 在 X ×Y 中闭,则称 T 是闭线性算子.

+ 注
GT 是 X ×Y 的线性子空间.

定理 2.3.8: 闭算子等价定义

设 X ,Y 是赋范空间, T : D(T ) → Y 是线性算子, 则 T 是闭算子的充要条件为:

∀{xn} ⊂ D(T ),若 xn → x,T xn → y,都有 x ∈ D(T )以及 y = T x.

证明. 该充要条件就是闭算子定义的等价论述.
定理 2.3.9: 闭图像定理

设 X ,Y 是 Banach空间, T 是从 X 到 Y 的闭算子,则 T ∈ L(X ,Y ).

证明. 由于 X 与 Y 都是 Banach空间,因此 X ×Y 也是 Banach空间,而 GT 是 X ×Y

的闭子空间,因此 GT 本身还是 Banach空间. 令 Tx : GT → X ,

T1(x,T x) = x, ∀(x,T x) ∈GT .

则不难验证 T1是线性有界双射. 由 Banach逆算子定理, T −1
1 ∈ L(X ,GT ).从而对 x ∈ X ,

有

‖T x‖ ≤ ‖(x,T x)‖ ≤ ∥∥T −1
1

∥∥ · ‖x‖,

因此 T ∈ L(X ,Y ).
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+ 注
若 D(T ) 6= X , 则 T 不一定有界.

例 2.3.10: 无界闭算子

设 X = Y =C [0,2π].记

T := d

dt
: C 1[0,2π] ⊂ X → Y .

若 xn ∈ C 1[0,2π], 且 xn → x ∈ X ,T xn → y ∈ Y , 则 xn 一致收敛于 x, x ′
n 一致收

敛于 y,根据数学分析知识不难得到 x 连续可导并且 y = x ′,此即 x =∈ D(T )且

y = T x.从而 T 是闭算子.

但是 T 不是有界的,因为若取 xn(t ) = sinnt ,则 ‖xn‖ = 1,但是

‖T xn‖ = n‖cosnt‖ = n →∞.

2.3.3 共鸣定理
定理 2.3.11: 共鸣定理——一致有界定理

设 X 是 Banach空间, Y 是赋范空间,W ⊂ L(X ,Y ).若

sup
A∈W

‖Ax‖ <∞, ∀x ∈ X ,

则 sup
A∈W

‖A‖ <∞.

证明. 方法一 (等价模定理). 在 X 上定义范数

‖x‖W = ‖x‖+ sup
A∈W

‖Ax‖ <∞, ∀x ∈ X ,

则 ‖·‖W 比 ‖·‖强,只需证明 (X ,‖·‖W )构成 Banach空间,根据等价模定理就能得到结

果.

设 ‖xn −xm‖W → 0(m,n →∞),则 ‖xn −xm‖→∞(m,n →∞),因此由 X 是 Ba-
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nach空间,存在 x ∈ X 使得 ‖x −xn‖→ 0.任取 ε> 0,存在 N 使得

sup
A∈W

‖A(xm −xn)‖ ≤ ‖xm −xn‖W < ε, ∀m,n > N .

从而

‖A(x −xn)‖ = lim
m→∞‖A(xm −xn)‖ ≤ ε, ∀A ∈W,n > N .

因此 (X ,‖·‖W )的确是 Banach空间.

方法二 (Baire纲定理). 记

En = {x ∈ X : ‖Ax‖ ≤ n,∀A ∈W }, n ≥ 1,

显然每个 En 都是闭集,并且 X =
∞⋃

n=1
En .由 Baire纲定理及 X 的完备性,必存在某个

En 不是疏集,也即 En 有内点 x0 使得 B(x0,δ) ⊂ En .由于每个 A 都是线性的,不难看

出 En 是对称的凸集,从而 B(−x0,δ) ⊂ En 并且 B(0,δ) = 1
2 B(x0,δ)+ 1

2 B(−x0,δ) ⊂ En ,即

‖Ax‖ ≤ n, ∀A ∈W, ∀‖x‖ < δ.

因此对任意的 x ∈ X 且 x 6= 0,

∥∥∥∥A

(
δ

2‖x‖x

)∥∥∥∥≤ n =⇒ ‖Ax‖ ≤ 2n

δ
‖x‖, ∀A ∈W,

从而 sup
A∈W

‖A‖ ≤ 2n
δ
<∞.

定理 2.3.12

设 X ,Y 是 Banach空间, Tn ∈ L(X ,Y ).则 {Tn}强收敛的充要条件是:

(1) sup
n≥1

‖Tn‖ <∞;

(2) 存在 X 的稠密子集 G 使得 lim
n→∞Tn x 存在 (∀x ∈G).

证明. 必要性: 若 Tn 强收敛于 T ∈ L(X ,Y ),则由 Tn x → T x(∀x ∈ X )时对每个 x ∈ X ,

sup
n≥1

‖Tn x‖ <∞,根据共鸣定理 sup
n≥1

‖An‖ <∞. (2)显然.
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充分性: 记 (1)中的上界为 M .首先证明 {Tn x}(x ∈ X )是 Y 中的 Cauchy列. 对

任意的 x ∈ X 以及 ε > 0,取 x ′ ∈ G 使得
∥∥x −x ′∥∥ < ε

3M .由 (2)知 {Tn x ′}是 Cauchy列,

则存在 N > 0使得 ∥∥Tn x ′−Tm x ′∥∥< ε

3
, ∀m,n > N .

从而对 m,n > N ,有

‖Tn x −Tm x‖ ≤ ∥∥Tn(x −x ′)
∥∥+∥∥Tn x ′−Tm x ′∥∥+∥∥Tm(x ′−x)

∥∥
≤ M · ε

3M
+ ε

3
+M · ε

3
= ε,

因此 {Tn x}(x ∈ X )是 Y 中 Cauchy列. 由 Y 的完备性, {Tn x}收敛,记其极限为 T x.则

不难验证 T ∈ L(X ,Y )且 Tn 强收敛于 T.

+ 注
该定理只有必要性的证明使用了 X 的完备性, 证明充分性只需 X 是赋范空间

即可.

+ 注
在定理条件下, 若 Tn 强收敛于 T ∈ L(X ,Y ), 则

‖T ‖ ≤ liminf
n→∞ ‖Tn‖.

证明. 给定 ε> 0,存在 xε ∈ X 满足 ‖xε‖ = 1并且

‖T ‖ ≤ ‖T xε‖+ε.

由 Tn xε → T xε 可知存在 N 使得

‖Tn xε−T xε‖ < ε, ∀n > N .
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故对 n > N ,有

‖T x‖ ≤ ‖Tn xε‖+‖T xε−Tn xε‖+ε≤ ‖Tn‖+2ε,

在上式中对 n 取下极限即可.
定理 2.3.13

设 X ,Y 是 Banach 空间, {Tn} ⊂ L(X ,Y ) 且 ∀x ∈ X . 若 {Tn x} 是 Y 中的 Cauchy

列,则存在 T ∈ L(X ,Y )使得 Tn x → T x(∀x ∈ X ).

证明. 由于 ∀x ∈ X , {Tn x}是 Cauchy列,故

sup
n≥1

‖Tn x‖ <∞, ∀x ∈ X ,

根据共鸣定理可得, sup
n≥1

‖Tn‖ <∞.再由上一定理知,存在 T ∈ L(X ,Y )使得 Tn 强收敛

于 T.

2.3.4 应用
定理 2.3.14: Lax-Milgram 定理

设 X 是 Hilbert空间, a(·, ·)是 X 上的共轭双线性函数,满足:

(1) 有界性:存在 M > 0使得

∣∣a(x, y)
∣∣≤ M‖x‖ ·∥∥y

∥∥, ∀x, y ∈ X ;

(2) 强制性: 存在 δ> 0使得

a(x, x) ≥ δ‖x‖, ∀x ∈ X .

则存在唯一的具有有界逆的有界线性算子 A满足

a(x, y) = (x, Ay), ∀x, y ∈ X ,
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并且
∥∥A−1

∥∥≤ 1
δ .

证明. 由定理2.2.2,存在唯一的有界线性算子 A满足

a(x, y) = (x, Ay), ∀x, y ∈ X .

若 y ∈ X 使得 Ay = 0,则 a(y, y) = (y, Ay) = 0 ≥ δ
∥∥y

∥∥ =⇒ y = 0,因此 A是单射.

下面证明 R(A)是 X 的闭子空间. 设 Ayn → z,则由

δ
∥∥ym − yn

∥∥2 ≤ a(ym − yn , ym − yn) = (ym − yn , A(ym − yn))

≤ ∥∥Aym − Ayn
∥∥ ·∥∥ym − yn

∥∥
知 δ

∥∥ym − yn
∥∥ ≤ ∥∥Aym − Ayn

∥∥,从而 {yn}是 Cauchy列. 根据 X 的完备性, yn → y,从

而 z = Ay ∈ R(A), R(A)是闭的.

接下来证明 A 是满射. 由于 R(A) 是闭子空间, 只需证明 R(A)⊥ = {0}. 设 x ⊥
R(A),则 x ⊥ Ax,从而

0 = (x, Ax) = a(x, x) ≥ δ‖x‖2,

故 x = 0, A是满射.

由 Banach逆算子定理以及 A ∈ L(X )是线性双射可知 A存在有界逆. 在

δ‖x‖2 ≤ a(x, x) = (x, Ax) ≤ ‖x‖ ·‖Ax‖

中令 x = A−1 y 可得

δ
∥∥A−1 y

∥∥≤ ∥∥y
∥∥, ∀y ∈ X ,

此即
∥∥A−1

∥∥≤ 1
δ .
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定理 2.3.15: Lax 等价定理

设 X ,Y 为 Banach空间, Tn ,T ∈ L(X ,Y )均为双射,且 Tn → T (强收敛). 则

T −1
n → T −1 ⇐⇒ sup

n≥1

∥∥T −1
n

∥∥<∞.

证明. 由 Banach逆算子定理, T −1
n ,T −1 ∈ L(Y , X ).

必要性: 由共鸣定理不难得到.

充分性:设
∥∥T −1

n

∥∥≤ M(∀n ≥ 1).则 ∀x ∈ X ,记 y = T −1x,则

∥∥T −1
n x −T −1x

∥∥= ∥∥T −1
n x −T −1

n (TnT −1x)
∥∥

≤sup
n≥1

∥∥T −1
n

∥∥ ·∥∥x −TnT −1x
∥∥≤ M

∥∥T y −Tn y
∥∥→ 0,

因此 T −1
n → T −1.

2.3.5 作业

� 题目2.3.1. 设 X 是 Banach空间, X0 是 X 的闭子空间. 映射 φ : X → X /X0 定义为

φ : x 7→ [x], ∀x ∈ X .

求证 φ是开映射.

解答. 显然
∥∥φ(x)

∥∥= ‖[x]‖0 ≤ ‖x‖且 φ是满射, X /X0 完备,因此由开映射定理 φ是开

映射.

� 题目2.3.2. 设 X ,Y 是 Banach空间,方程Ux = y对∀y ∈ Y 有解 x ∈ X ,其中U ∈ L(X ,Y ),

并且存在 m > 0使得

‖Ux‖ ≥ m‖x‖, ∀x ∈ X .

求证: U 有连续逆U−1 并且
∥∥U−1

∥∥≤ 1
m .

解答. U 显然是满射,并且若 Ux =U y,则 m
∥∥x − y

∥∥≤ ∥∥Ux −U y
∥∥= 0 =⇒ x = y,因此



· 110 · 第二章 线性算子与线性泛函

U 是双射.在 ‖Ux‖ ≥ m‖x‖中取 y =Ux 即得到

∥∥U−1 y
∥∥≤ 1

m

∥∥y
∥∥, ∀y ∈ Y ,

因此U−1 连续且
∥∥U−1

∥∥≤ 1
m .

� 题目2.3.3. 设 H 是 Hilbert空间, A ∈ L(H),并且存在 m > 0使得

|(Ax, x)| ≥ m‖x‖2, ∀x ∈ H .

求证:存在 A−1 ∈ L(H).

解答. 取 a(x, y) = (x, Ay)为共轭双线性函数,满足

∣∣a(x, y)
∣∣≤ ‖A‖ ·‖x‖ ·∥∥y

∥∥, ∀x, y ∈ H ,

由 Lax-Milgram定理,存在 A−1 ∈ L(H).

� 题目2.3.4. 设 X ,Y 是赋范空间, D 是 X 的子空间,并且 A : D → Y 是线性映射.求证:

(1) 如果 A连续且 D 是闭的,那么 A是闭算子;

(2) 如果 A连续且是闭算子,那么 Y 完备蕴含 D 闭;

(3) 如果 A是单射的闭算子,那么 A−1 也是闭算子;

(4) 如果 X 完备, A是单射的闭算子, R(A)在 Y 中稠密,并且 A−1连续,那么 R(A) = Y .

解答. (1) 设 D 3 xn → x 且 T xn → y, 则由 D 是闭集知 x ∈ D, 由 T 的连续性知

T xn → T x = y,故 A是闭算子.

(2)设 D 3 xn → x,由 T 连续知 T xn 为 Y 中 Cauchy列,因此收敛于 y ∈ Y ,而 T

还是闭算子,因此 x ∈ D, D 为闭集.

(3)设 A(D) 3 Axn → y 并且 A−1(Axn) → x ∈ X ,则 D 3 xn → x 且 Axn → y,由闭

算子定义, x ∈ D, y = Ax,因此 y ∈ A(D), x = A−1 y, A−1 也是闭算子.

(4)由于 A 是单射的闭算子,因此由 (3)A−1 也是闭算子. 而 A−1 还是连续的,由

(2), R(A) = R(A) = Y .

� 题目2.3.5. 用等价范数定理证明: (C [0,1],‖·‖1)不是 Banach空间,其中
∥∥ f

∥∥
1 =

∫1
0

∣∣ f (t )
∣∣dt ,∀ f ∈
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C [0,1].

解答. 反设 C [0,1]关于范数 ‖·‖1 构成 Banach空间,而其关于 ‖·‖∞ 也构成 Banach空
间,并且 ‖·‖∞ 显然比 ‖·‖1 强,因此由等价范数定理这两个范数等价,但是

∥∥∥(1−nx)χ[0, 1
n ](x)

∥∥∥∞ = n,
∥∥∥(1−nx)χ[0, 1

n ](x)
∥∥∥

1
= 1

2
,

矛盾.

� 题目2.3.6. (Gelfand引理)设 X 是 Banach空间, p : X →R满足

(1) p(x) ≥ 0, ∀x ∈ X ;

(2) p(λx) =λp(x), ∀λ> 0, x ∈ X ;

(3) p(x1 +x2) ≤ p(x1)+p(x2), ∀x1, x2 ∈ X ;

(4) xn → x =⇒ liminf
n→∞ p(xn) ≥ p(x).

求证:存在 M > 0使得 p(x) ≤ M‖x‖,∀x ∈ X .

解答.

方法一.(等价模定理)注意到

p(αx) ≤ p(Reαx)+p(Imαi x) ≤ max{p(±x)+p(±i x)}, ∀x ∈ X , |α| = 1,

因此可以定义范数

‖x‖p = ‖x‖+ sup
|α|=1

p(αx), ∀x ∈ X .

由等价模定理, 只需证明 X 关于 ‖·‖p 完备. 设 {xn} 是 X 上关于 ‖·‖p 的 Cauchy 列.

由于 ‖·‖p 比 ‖·‖强,因此 {xn}也是 ‖·‖的 Cauchy列,再根据 X 的完备性, {xn}收敛于

x.从而 ∣∣p(x)−p(xn)
∣∣≤ p(x −xn) ≤ liminf

m→∞ p(xm −xn) → 0, n →∞,

因此 {xn}依范数 ‖·‖p 收敛于 x.

方法二.(Baire纲定理)记

En = {x ∈ X : p(x) ≤ n 且 p(−x) ≤ n},
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则 X =
∞⋃

n=1
En .设 xn → x,则


p(x) ≤ liminf

n→∞ p(xn) ≤ n

p(−x) ≤ liminf
n→∞ p(−xn) ≤ n

=⇒ x ∈ En ,

故每个 En 都是闭集. 由 Baire 纲定理及 X 的完备性, 存在 En 不是疏集, 即存在

B(x0,r ) ⊂ En .根据 En 的定义, B(−x0,r ) ⊂ En ,而 En 显然还是一个凸集,因此 B(0,r ) =
1
2 B(x0,r )+ 1

2 B(−x0,r ) ⊂ En .任取 x 6= 0,有

p

(
r x

2‖x‖
)
≤ n =⇒ p(x) ≤ 2n

r
‖x‖,

取 M = 2n
r 即可.

� 题目2.3.7. 设 X 和 Y 是 Banach空间, {An} ⊂ L(X ,Y ).又对 ∀x ∈ X , {An x}在 Y 中收敛.

求证:存在 A ∈ L(X ,Y )使得

An x → Ax, ∀x ∈ X 并且 ‖A‖ ≤ liminf
n→∞ ‖An‖.

解答. 记 Ax = lim
n→∞ An x(∀x ∈ X ) 为线性算子. 由于 An x 收敛, 因此 sup

n≥1
‖An x‖ <

∞(∀x ∈ X ),由共鸣定理, liminf
n→∞ ‖An‖ ≤ sup

n≥1
‖An‖ <∞.从而

‖Ax‖ = lim
n→∞‖An x‖ ≤ liminf

n→∞ ‖An‖ ·‖x‖, ∀x ∈ X .

� 题目2.3.8. 设 1 < p < ∞ 并且 1
p + 1

q = 1. 如果序列 {αk } 使得对 ∀x = {xk } ∈ l p 保证
∞∑

k=1
αk xk 收敛. 求证: {αk } ∈ l q .又若 f : x 7→

∞∑
k=1

αk xk ,求证: f 作为 l p 上的线性泛函,

有 ∥∥ f
∥∥=

( ∞∑
k=1

|αk |q
) 1

q

.

解答. 记 fn(x) =
n∑

k=1
αk xk ∈ (l p )∗.由于对每个 x ∈ l p , fn(x) → f (x),因此 sup

n≥1

∣∣ fn(x)
∣∣ <

∞,根据共鸣定理,存在 M > 0使得
∥∥ fn

∥∥≤ M(∀n ≥ 1).
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又记 x满足 xk = sign(αk )|α|q−1(∀k ≥ 1), x(n) ∈ l p 为前 n项与 x相等,其余项均

为 0的点.因此

f (x(n)) =
n∑

k=1

|αk |q = fn(x(n)) ≤ M
∥∥x(n)

∥∥
p = M

(
n∑

k=1

|αk |q
) 1

p

,

整理得 (
n∑

k=1

|αk |q
) 1

q

≤ M , ∀n ≥ 1,

令 n →∞即得到 α ∈ l q .由

f (x) = ‖α‖q
q = ‖α‖q · ‖x‖p ,

∣∣ f (y)
∣∣≤ ‖α‖q ·

∥∥y
∥∥

p , ∀y ∈ l p

得
∥∥ f

∥∥= ‖α‖q .

� 题目2.3.9. 如果序列 {αk }对 ∀x = {xk } ∈ l 1,保证
∞∑

k=1
αk xk 收敛,求证: {αk } ∈ l∞.又若

f : x 7→
∞∑

k=1
αk xk 作为 l 1 上的线性泛函,求证:

∥∥ f
∥∥= sup

k≥1
|αk |.

解答. 记 fn =
n∑

k=1
αk xk ∈ (l 1)∗.由于对每个 x ∈ l 1, fn(x) → f (x),因此

sup
n≥1

∣∣ fn(x)
∣∣<∞,根据共鸣定理,存在 M > 0使得

∥∥ fn
∥∥≤ M(∀n ≥ 1).

又记 e(n) 为第 n 项为 1其余均为 0的点,因此

∣∣ f (e(n))
∣∣= |αn | = fn(e(n)) ≤ M

∥∥e(n)
∥∥

1 = M , ∀n ≥ 1,

在上式左侧对 n 取上界得 α ∈ l∞.再由

∣∣ f (x)
∣∣≤ ‖α‖∞ · ‖x‖1, ∀x ∈ l 1,
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以及存在 {nk }使得

lim
k→∞

∣∣αnk

∣∣= ‖α‖∞ =⇒ ∣∣ f (αnk enk )
∣∣→‖α‖2

∞,

知
∥∥ f

∥∥= ‖α‖∞.

� 题目2.3.10. 用 Gelfand引理证明共鸣定理.

解答. 设 X 为 Banach空间, Y 为赋范空间,W ⊂ L(X ,Y )满足

sup
A∈W

‖Ax‖ <∞, ∀x ∈ X .

令 p(x) = sup
A∈W

‖Ax‖, 则 p 显然满足 Gelfand 引理的条件 (1)(2)(3). 对 (4), 反设存在

xn → x0 但 p(x0) >α> liminf
n→∞ p(xn).由下极限定义,存在 {xn}的子列 {yn}使得

p(x0) >α≥ p(yn), ∀n ≥ 1.

因为 p(x0) >α,存在 A0 ∈W 使得 ‖A0x0‖ >α,从而

‖A0x0‖ >α≥ p(yn) ≥ ∥∥A0 yn
∥∥, ∀n ≥ 1,

在上式中令 n →∞,得到 ‖A0x0‖ > α≥ ‖A0x0‖,矛盾. 因此 p 满足 Gelfand引理所有

条件,故存在 M > 0使得 p(x) ≤ M‖x‖,∀x ∈ X =⇒ ‖A‖ ≤ M ,∀A ∈W.

� 题目2.3.11. 设 X ,Y 是 Banach空间, A ∈ L(X ,Y )是满射. 求证:如果在 Y 中 yn → y0,

则存在 C > 0与 xn → x0 使得 Axn = yn 并且 ‖xn‖ ≤C
∥∥yn

∥∥.

解答. 记 N (A) = {x ∈ X : Ax = 0}为闭子空间, T : X /N (A) → Y , [x] → Ax,是良定义的双

射,因为 [x] = [y] ⇐⇒ [x− y] = N (A) ⇐⇒ x− y ∈ N (A) ⇐⇒ A(x− y) = 0 ⇐⇒ Ax = Ay.

T 还是连续的,因为

‖T [x]‖ = inf
Ay=Ax

∥∥Ay
∥∥≤ ‖A‖ inf

y∈[x]

∥∥y
∥∥= ‖A‖ ·‖[x]‖0.



2.3 开映射定理及其推论 · 115 ·

由 Banach逆算子定理, T −1 连续,从而对 Ax0 = y0,有

inf
Ax=yn

‖x −x0‖ ≤
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥yn − y0
∥∥→ 0,

存在 xn 使得 Axn = yn 且

‖xn −x0‖ ≤ 2 inf
Ax=yn

‖x −x0‖ ≤ 2
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥yn − y0
∥∥→ 0,

因此 xn → x0.若 y0 = 0,取 C = 2
∥∥T −1

∥∥.若 y0 6= 0,存在 ε0 > 0使得对充分大 (不妨设

是所有)的 n 有
∥∥yn

∥∥> ε0.因此

‖xn‖ ≤ ‖xn −x0‖+‖x0‖ ≤ 2
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥yn − y0
∥∥+‖x0‖

≤ 2
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥yn
∥∥+2

∥∥T −1
∥∥ ·∥∥y0

∥∥+‖x0‖

≤
(
2
∥∥T −1

∥∥+ 2
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥y0
∥∥+‖x0‖

ε

)∥∥yn
∥∥, ∀n ≥ 1.

� 题目2.3.12. 设 X ,Y 是 Banach空间, T 是闭线性算子, D(T ) ⊂ X ,R(T ) ⊂ Y , N (T )≜ {x ∈
X : T x = 0}.求证:

(1) N (T )是闭线性子空间.

(2) 若 N (T ) = {0},则 R(T )在 Y 中闭的充要条件是: 存在 α> 0使得

‖x‖ ≤α‖T x‖, ∀x ∈ D(T ).

(3) R(T )在 Y 中闭的充要条件是: 存在 α> 0使得

d(x, N (T )) ≤α‖T x‖, ∀x ∈ D(T ).

解答. (1)设 T xn = 0且 xn → x,T xn → T x,因此 T x = 0, x ∈ N (T ), N (T )是闭线性子空

间.

(2) 由于 N (T ) = {0}, 因此 T 是单射, ‖x‖ ≤ α‖T x‖(∀x ∈ D(T )) ⇐⇒ ∥∥T −1 y
∥∥ ≤
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α
∥∥y

∥∥(∀y ∈ R(D)) ⇐⇒ T −1 连续
T −1是闭算子⇐========⇒

X完备
R(T )闭.

(3)令 T̃ : D(T )/N (T ) → R(T ), [x] 7→ T x 为良定义的双射,且 R(T̃ ) = R(T ),因此由

(2), R(T )在 Y 中闭的充要条件是: 存在 α> 0使得

d(x, N (T )) = ‖[x]‖0 ≤α
∥∥T̃ [x]

∥∥=α‖T x‖, ∀x ∈ D(T ).

� 题目2.3.13. 设 a(x, y)是 Hilbert空间 H 上的一个共轭双线性泛函,满足

(1) 存在 M > 0使得
∣∣a(x, y)

∣∣≤ M‖x‖ ·∥∥y
∥∥, ∀x, y ∈ H ;

(2) 存在 δ> 0使得 |a(x, x)| ≥ δ‖x‖2, ∀x ∈ H .

求证: ∀ f ∈ H∗,存在唯一的 y f ∈ H 使得

a(x, y f ) = f (x), ∀x ∈ H ,

而且 y f 连续地依赖于 f .

解答. 由 Lax-Milgram定理,存在唯一有连续逆的 A ∈ L(H)使得

a(x, y) = (x, Ay), ∀x, y ∈ H .

由 Riesz表示定理,存在唯一的 z f ,
∥∥z f

∥∥= ∥∥ f
∥∥且

f (x) = (x, z f ) = a(x, A−1z f ), ∀x ∈ H ,

若
∥∥ f

∥∥→ 0,则
∥∥z f

∥∥→ 0,
∥∥y f

∥∥→ 0,因此 y f 连续地依赖于 f .
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2.4 Hahn-Banach定理

2.4.1 线性泛函的延拓定理
定义 2.4.1: 延拓

设 X 为线性空间, G1,G2均为 X 的子空间, f1, f2分别是这两个子空间上的线性

泛函. 若

(1) G1 ⊂G2;

(2) f2(x) = f1(x),∀x ∈G1.

则称 f2 是 f1 在 G2 上的延拓.

定义 2.4.2: 次线性泛函

设 X 是线性空间, p : X →R满足:

(1) 正齐次性: p(λx) =λp(x),∀x ∈ X ,λ> 0.

(2) 次可加性: p(x + y) ≤ p(x)+p(y),∀x, y ∈ X .

则称 p 是 X 上的次线性泛函.

定理 2.4.3: 实线性空间 Hahn-Banach 定理

设 X 是实线性空间, p 是定义在 X 上的次线性泛函, X0 是 X 的实线性子空间,

f0 是 X0 上的实线性泛函并满足 f0(x) ≤ p(x)(∀x ∈ X0).那么 X 上必有一个实线

性泛函 f ,满足:

(1) f (x) ≤ p(x) (∀x ∈ X ) (受 p 控制条件);

(2) f (x) = f0(x) (∀x ∈ X0) (延拓条件).

+ 注
该定理的证明使用了 Zorn 引理, Zorn 引理及其背景知识见附录A.5的定

理A.5.4.

在证明定理2.4.3之前,先证明如下引理:
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引理 2.4.4

在定理2.4.3的条件下,若 X0还是 X 的真子空间,则任取 x0 ∈ X \X0,存在Rx0⊕X0

上的线性泛函 f 使得

f (λx0 +x) ≤ p(λx0 +x)(∀x ∈ X0,λ ∈R) 且 f
∣∣

X0
= f0.

证明. 注意到

f0(x)+ f0(y) = f0(x + y) ≤ p(x + y) ≤ p(x −x0)+p(x0 + y),

=⇒ f0(x)−p(x −x0) ≤− f0(y)+p(x0 + y), ∀x, y ∈ X0

=⇒∃α ∈R, sup
x∈X0

(
f0(x)−p(x −x0)

)
≤α≤ inf

y∈X0

(
− f0(y)+p(x0 + y)

)
.

则依

f (λx0 +x)≜λα+ f0(x), ∀x ∈ X0,λ ∈R

定义的线性泛函 f 满足条件,因为


f (λx0 +x) =λ

(
α+ f

( x
λ

))≤λ ·p
(
x0 + x

λ

)= p(λx0 +x), ∀λ> 0,

f (λx0 +x) =−λ(−α+ f (− x
λ

)
)≤−λ ·p(− x

λ
−x0) = p(λx0 +x), ∀λ< 0.

定理2.4.3的证明. 在集合

U =
{

(E , f )

∣∣∣∣∣ E⊂X
f
∣∣

X0
= f0

f (x)≤p(x)(∀x∈E)

}

上定义偏序关系如下:

(E1, f1)≼ (E2, f2) ⇐⇒ E1 ⊂ E2 且 f2
∣∣
E1

= f1.
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任意全序集 {(Eα, fα) |α ∈ A}都有上界

(E∗, f ∗), 其中E∗ = ⋃
α∈A

Eα, f ∗(x) = fα(x),∀x ∈ Eα.

因此 U 存在极大元, 记为 (E , f ). 下面证明 E = X . 反设 E á X , 则取 x0 ∈ X \ E , 由

引理2.4.4, 在 Rx0 ⊕E 上存在定义域更大的线性泛函, 与 (E , f ) 是极大元矛盾, 因此

E = X .

+ 注
若 X 是复线性空间, f 是其上的 (复) 线性泛函. 若将其分解为实部和虚部:

f (x) =φ(x)+ iψ(x). 则由 f (i x) = i f (x) 可得 φ(i x)+ iψ(i x) = iφ(x)−ψ(x), 从而

ψ(x) =−φ(i x), 故

f (x) =φ(x)− iφ(i x), ∀x ∈ X .

此外,由 φ= f + f
2 ,ψ= f − f

2i 不难得出 φ和 ψ是实线性泛函. 据此可以得到复线

性空间的 Hahn-Banach 定理.

定理 2.4.5: 复线性空间 Hahn-Banach 定理

设 X 是复线性空间, p是 X 上的半范数 (即去掉条件 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0的范数).

X0 是 X 的线性子空间, f0 是 X0 上的线性泛函, 并满足
∣∣ f0(x)

∣∣ ≤ p(x),∀x ∈ X0,

那么 X 上必有一个线性泛函 f 满足:

(1)
∣∣ f (x)

∣∣≤ p(x) (∀x ∈ X );

(2) f (x) = f0(x) (∀x ∈ X0).

+ 注
对实线性空间显然也有此结论, 因为若 f (x) ≤ p(x)(∀x ∈ X ), 则对 f (x) < 0, 有∣∣ f (x)

∣∣= f (−x) ≤ p(−x) = p(x).

证明. 记 u0 = Re f0 为 X0 上的实线性泛函,则由实 Hahn-Banach定理,存在 X 上的实

线性泛函 u 使得

u(x) ≤ p(x)(∀x ∈ X ), u
∣∣

X0
= u0.

令 f (x) = u(x)− i u(i x)(∀x ∈ X ),不难验证 f
∣∣

X0
= f0,并且 f 是 X 上的复线性泛函.此
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外,任取 x ∈ X ,记 α= sign f (x),则

∣∣ f (x)
∣∣= sign( f (x)) · f (x) =α f (x) = f (αx) = u(αx) ≤ p(αx) = p(x),

其中 f (αx) = u(αx),因为 f (αx) = ∣∣ f (x)
∣∣ ∈R.

定理 2.4.6: 赋范空间 Hahn-Banach 定理

设 X 是赋范空间, X0 是 X 的线性子空间, f0 是定义在 X0 上的有界线性泛函,

则在 X 上必存在有界线性泛函 f 满足:

(1) f
∣∣

X0
= f0 (延拓条件),

(2)
∥∥ f

∥∥= ∥∥ f0
∥∥

X0
(保范条件),

其中
∥∥ f

∥∥
X0

= sup
x∈X0

| f0(x)|
‖x‖ 为 f0 在 X0 上的范数.

证明. 记 p(x) = ∥∥ f0
∥∥

X0
· ‖x‖,∀x ∈ X ,则由线性空间 Hahn-Banach定理,存在 X 上的有

界线性泛函满足 f
∣∣

X0
= f0 且

∣∣ f (x)
∣∣ ≤ p(x) = ∥∥ f0

∥∥
X0

· ‖x‖,∀x ∈ X .因此
∥∥ f

∥∥ ≤ ∥∥ f0
∥∥

X0
.

并且由 ∥∥ f
∥∥= sup

x∈X

∣∣ f (x)
∣∣

‖x‖ ≥ sup
x∈X0

∣∣ f (x)
∣∣

‖x‖ = sup
x∈X0

∣∣ f0(x)
∣∣

‖x‖ = ∥∥ f0
∥∥

X0

知
∥∥ f

∥∥= ∥∥ f0
∥∥

X0
.

推论 2.4.7

设 X 是赋范空间,任取 x0 ∈ X \ {0},必存在 f ∈ X ∗ 使得

f (x0) = ‖x0‖ 且
∥∥ f

∥∥= 1.

证明. 令 f0(λx0) =λ‖x0‖(∀λ ∈K)是定义在 Kx0上的有界线性泛函,满足
∥∥ f0

∥∥
Kx0

= 1.

由定理2.4.6知,存在 f ∈ X ∗ 使得

f (λx0) =λ‖x0‖(∀λ ∈K) 且
∥∥ f

∥∥= ∥∥ f0
∥∥

X0
= 1,

取 λ= 1即得 f (x0) = ‖x0‖.
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推论 2.4.8

设 x1, x2 是赋范空间 X 上不同的两点,则存在 f ∈ X ∗ 使得 f (x1) 6= f (x2).也即

若 f (x1) = f (x2)(∀ f ∈ X ∗),则 x1 = x2.

+ 注
该推论可以用于判断赋范空间中的点 x 是否为零元: 只需验证是否有 f (x) =
0,∀ f ∈ X ∗.

证明. 在推论2.4.7中取 x0 = x1 −x2,则

f (x1)− f (x2) = f (x1 −x2) = ‖x1 −x2‖ 6= 0,

满足条件.
定理 2.4.9

设 X 是赋范空间, M 是 X 的线性子空间. 若 x0 ∈ X 且

d = ρ(x0, M) > 0,

则必存在 f ∈ X ∗ 使得

f
∣∣

M = 0, f (x0) = d 且
∥∥ f

∥∥= 1.

证明. 在定理2.4.6中取 X0 =Kx0 ⊕M ,

f0(λx0 + y) =λd(∀λ ∈K, y ∈ M),

则得到的 f 满足 f
∣∣

M = 0, f (x0) = d .此外,

∥∥ f0
∥∥

X0
= sup

λ∈K
y∈M

|λ|d∥∥λx0 + y
∥∥ = sup

z∈M

d

‖x0 − z‖ = d

inf
z∈M

‖x0 − z‖ = d

d
= 1,

因此
∥∥ f

∥∥= 1.
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推论 2.4.10

设 M 是赋范空间 X 的子集, x0 ∈ X .则

x0 ∈ spanM

的充要条件是: 任取 f ∈ X ∗,若 f
∣∣

M = 0,则 f (x0) = 0.

证明. 必要性:若 x0 ∈ spanM ,则存在 {xn} ⊂ M 和 {αn} ⊂K,使得

x0 =
∞∑

n=1
αn xn = lim

N→∞

N∑
n=1

αn xn .

任取 f ∈ X ∗ 且 f
∣∣

M = 0,有

f (x0) = lim
N→∞

f

(
N∑

n=1
αn xn

)
= lim

N→∞

N∑
n=1

αn f (xn) = 0.

充分性: 反设 x0 6∈ spanM ,则由 spanM 是闭子空间,

d = ρ(x0, M) ≥ ρ
(
x0, spanM

)
> 0.

由定理2.4.9,存在 f ∈ X ∗ 使得 f
∣∣

M = 0但 f (x0) = d 6= 0,矛盾.

+ 注
根据上面推论不难得到: 设 M 是赋范空间 X 的稠密子集, 若 f ∈ X ∗ 满足

f
∣∣

M = 0, 则 f ≡ 0.
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2.4.2 几何形式——凸集分离定理
定义 2.4.11: Minkowski 泛函

设 X 为线性空间, C 是 X 中的凸集,则称

p(x) = inf
{
λ> 0 :

x

λ
∈C

}
, x ∈ X

为 C 的Minkowski泛函.

定义 2.4.12: 超平面

设 X 为线性空间, f 是 X 上的线性泛函, c ∈K,称集合

H c
f =

{
x ∈ X : f (x) = c

}
为 X 中的超平面.

本节接下来的内容若无特别说明只考虑数域 K=R的情况.
引理 2.4.13

设 X 是赋范空间, f 是 X 上的线性泛函,则 f 有界的充要条件为: 存在 c ∈K使

得 H c
f 是闭集.

证明. 由2.1的题目2.1.6知 f 有界当且仅当 N ( f )闭,而 H c
f 是 N ( f )的平移,因此 N ( f )

闭当且仅当 H c
f 闭.

定义 2.4.14: 分离与严格分离

设 A,B 是实赋范空间 X 中的凸集, f ∈ X ∗.若存在 α ∈R使得

f (x) ≤α≤ f (y), ∀x ∈ A, y ∈ B ,

则称超平面 Hα
f 分离 A与 B.

若还存在 ε> 0使得

f (x) ≤α−ε<α+ε≤ f (y), ∀x ∈ A, y ∈ B ,
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则称超平面 Hα
f 严格分离 A与 B .

定理 2.4.15: Minkowski 泛函的性质

设 X 是赋范空间, C 是 X 中包含 0的开凸子集.则 C 的 Minkowski泛函满足

(1) p(αx) =αp(x),∀x ∈ X ,α> 0.

(2) p(x + y) ≤ p(x)+p(y),∀x, y ∈ X .

(3) 存在 M > 0使得 p(x) ≤ M‖x‖,∀x ∈ X .

(4) C = {x ∈ X : p(x) < 1}.

证明. (1)只需注意到对 x ∈ X ,有

p(αx) = inf
{
λ> 0 :

αx

λ
∈C

}
=α inf

{
t > 0 :

x

t
∈C

}
= p(x).

(2)对 x, y ∈ X ,任取 ε> 0,都有

x

p(x)+ε
,

y

p(y)+ε
∈C

=⇒ x + y

p(x)+p(y)+2ε

= p(x)+ε

p(x)+p(y)+2ε
· x

p(x)+ε
+ p(y)+ε

p(x)+p(y)+2ε
· y

p(y)+ε
∈C ,

故 p(x + y) ≤ p(x)+p(y)+2ε.

(3)由 0 ∈C 且 C 是开集,则存在 r > 0使得 B(0,r ) ⊂ B(0,2r ) ⊂C .故对 x ∈ X 都

有 r x
‖x‖ ∈ B(0,r ) ⊂C ,从而 p(x) ≤ 1

r ‖x‖,∀x ∈ X .

(4)若 p(x) < 1,则根据Minkowski泛函的定义, x = x
1 ∈C .若 x ∈C ,则由C是开集

知存在 δ> 0使得 B(x,δ) ⊂C .从而存在 λ0 > 0使得 (1+λ0)x ∈C ,因此 p(x) ≤ 1
1+λ0

< 1.
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引理 2.4.16

设 X 是实赋范空间, C 是非空开凸子集, x0 ∈ X \C .则存在 f ∈ X ∗ 使得

f (x) < f (x0), ∀x ∈C .

也即 H f (x0)
f 分离 C 和 x0.

证明. 不妨设 0 ∈C ,否则取 c ∈C ,考虑 C − c 和 x0 − c 即可.在子空间 Rx0 上定义线

性泛函

f0(αx0) =α, ∀α ∈R.

则 f0(αx0) = α ≤ αp(x0) = p(αx0),∀α ∈ R. 由 Hahn-Banach定理,存在 X 上的线性泛

函 f 满足

f
∣∣
Rx0

= f0 且 f (x) ≤ p(x), ∀x ∈ X .

由上一定理知存在 M > 0使得

f (x) ≤ p(x) ≤ M‖x‖, ∀x ∈ X .

故 f ∈ X ∗.并且有

f (x0) = f0(x0) = 1 > p(x) ≥ f (x), ∀x ∈C .

定理 2.4.17: Hahn-Banach 定理——第一几何形式

设 X 是实赋范空间, A,B 是非空凸子集满足 A ∩B =∅.若 A 是开集,则存在闭

超平面分离 A与 B.也即存在 f ∈ X ∗ 使得

f (x) ≤ f (y), ∀x ∈ A, y ∈ B.

+ 注
该定理对存在内点的凸集 A 也成立.

证明. 记 x0 = 0,C = A −B ,则 C 是非空凸开集, x0 6∈C ,使用上一引理,则存在 f ∈ X ∗
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使得

f (x) < f (x0), ∀x ∈C .

此即 f (a) < f (b), ∀a ∈ A,b ∈ B.

引理 2.4.18

设 X 是赋范空间, A是闭集, B 是紧集,则 A+B 是闭集.

证明. 若 an +bn → c,其中 an ∈ A,bn ∈ B ,c ∈ X .则 {bn}有收敛子列 bnk → b ∈ B.从而

ank → c −b.由于 A是闭集, c −b ∈ A.因此 c = (c −b)+b ∈ A+B , A+B 是闭集.
定理 2.4.19: Hahn-Banach 定理——第二几何形式

设 X 是实赋范空间, A,B 是非空凸子集满足 A∩B =∅.若 A 是闭集, B 是紧集,

则存在闭超平面严格分离 A与 B .

证明. 记 C = A −B , 则不难验证 C 是非空闭凸集, 并且 0 6∈ C . 故存在 r > 0 使得

B(0,r )∩C =∅.对 C 和 B(0,r )应用上一定理可得存在非零的 f ∈ X ∗ 使得

f (a −b) < f (y), ∀a ∈ A,b ∈ B , y ∈ B(0,r ).

在上式中对 y 取下确界,得

f (a)− f (b) ≤−r
∥∥ f

∥∥, ∀a ∈ A,b ∈ B.

因此 f (a) ≤ f (b)− r
∥∥ f

∥∥,∀a ∈ A,b ∈ B.记 α= sup
a∈A

f (a), β= inf
b∈B

f (b), ε= r
∥∥ f

∥∥,则

f (a) ≤α≤β−ε<β≤ f (b),

上式对 ∀a ∈ A,b ∈ B 均成立.
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2.4.3 作业

� 题目2.4.1. 设 X0 是赋范空间 X 的闭子空间,求证:

ρ(x, X0) = sup{
∣∣ f (x)

∣∣ :
∥∥ f

∥∥= 1, f (X0) = 0}, ∀x ∈ X .

解答. 记等式右侧为 α. 由
∣∣ f (x)

∣∣ = ∣∣ f (x − y)
∣∣ ≤ ∥∥ f

∥∥ · ∥∥x − y
∥∥ = ∥∥x − y

∥∥,∀y ∈ X0 知

α≤ ρ(x, X0).

下面证明 ρ(x, X0) ≤α.若 x ∈ X0,则 ρ(x, X0) =α= 0.现设 x 6∈ X0,则 ρ(x, X0) > 0,

由 Hahn-Banach定理知存在 f ∈ X ∗ 使得

f (x) = ρ(x, X0),
∥∥ f

∥∥= 1 且 f (X0) = 0,

因此 ρ(x, X0) ≤α.

� 题目2.4.2. 设 X 是赋范空间. 给定 X 中 n 个线性无关的元素 x1, · · · , xn 与数域 K中

的 n 个数 C1, · · · ,Cn , 及 M > 0. 求证: 存在 f ∈ X ∗ 满足 f (xk ) = Ck (1 ≤ k ≤ n) 并且∥∥ f
∥∥≤ M 的充要条件是:

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

αkCk

∣∣∣∣∣≤ M

∥∥∥∥∥ n∑
k=1

αk xk

∥∥∥∥∥, ∀α1, · · · ,αn ∈K.

解答. 必要性:

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

αkCk

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ n∑
k=1

αk f (xk )

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ f

(
n∑

k=1
αk xk

)∣∣∣∣∣≤ ∥∥ f
∥∥ ·∥∥∥∥∥ n∑

k=1
αk xk

∥∥∥∥∥≤ M

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

αk xk

∣∣∣∣∣.
充分性: 定义

f0

(
n∑

k=1
αk xk

)
=

n∑
k=1

αkCk (∀α1, · · · ,αk ∈K), p(x) = M‖x‖(∀x ∈ X ),

并使用复 Hahn-Banach定理即可.

� 题目2.4.3. 给定赋范空间 X 中的 n个线性无关的元素 x1, · · · , xn ,求证: 存在 f1, · · · , fn ∈
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X ∗ 使得

fi (x j ) = δi j , 1 ≤ i , j ≤ n.

解答. 记

Mk = span{x1, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn}, k = 1, · · · ,n.

注意到 ρ(xk , Mk ) > 0,因此由 Hahn-Banach定理,存在 gk ∈ X ∗ 使得

∥∥gk
∥∥= 1, gk (xk ) = ρ(xk , Mk ), gk

∣∣
Mk

= 0, k = 1, · · · ,n,

取 fk = gk
ρ(xk ,Mk ) 即可.

� 题目2.4.4. 设 M 是实赋范空间 X 中的闭凸集,求证: 任取 x ∈ X \ M ,存在 f1 ∈ X ∗ 满

足
∥∥ f1

∥∥= 1并且

sup
y∈M

f1(y) ≤ f1(x)−ρ(x, M).

解答. 记 d = ρ(x, M) > 0,则 B(x,d)∩M =∅,由凸集分离定理,存在 f ∈ X ∗ 使得

f (y) ≤ f (x +d z), ∀y ∈ M ,‖z‖ < 1.

不妨设
∥∥ f

∥∥= 1(否则令 f1 = f
‖ f ‖ 依旧满足上式). 则 ∀ε> 0,存在 ‖z0‖ < 1使得

1−ε≤ f (z0) ≤ 1,

从而

sup
y∈M

f (y) ≤ f (x −d z0) = f (x)−d f (z0) ≤ f (x)−d(1−ε).

由 ε任意性, sup
y∈M

f (y) ≤ f (x)−d .

� 题目2.4.5. 设 M 是实赋范空间 X 内的闭凸集,求证:

inf
z∈M

‖x − z‖ = sup
‖ f ‖=1

(
f (x)− sup

z∈M
f (z)

)
, ∀x ∈ X .
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解答. 若记上式右侧为 α,则

α= sup
‖ f ‖=1

inf
z∈M

f (x − z) ≤ sup
‖ f ‖=1

inf
z∈M

∥∥ f
∥∥ · ‖x − z‖ = inf

z∈M
‖x − z‖.

另一方面,由上题,存在 f1 ∈ X ∗ 且
∥∥ f1

∥∥= 1使得

ρ(x, M) ≤ f1(x)− sup
z∈M

f1(z) ≤α,

因此 ρ(x, M) =α.

2.5 共轭空间

2.5.1 共轭空间与共轭算子
定义 2.5.1: 共轭空间

设 X 是赋范空间, X ∗ = L(X ,K)称为 X 的共轭空间或对偶空间,则 X ∗是 Banach

空间.

定理 2.5.2: Banach 定理

设 X 是赋范空间,若 X ∗ 可分,则 X 也可分.

证明. 设 { fn}是 X ∗ 的可数稠密子集. 取 {xn}满足

‖xn‖ = 1 且
∣∣ fn(xn)

∣∣≥ 1

2

∥∥ fn
∥∥, ∀n ≥ 1.

记 X0 = span{xn}∞1 , 则 X0 是 X 的可分闭子空间, 只需证明 X0 = X . 反设 X0 6= X , 取

x0 6∈ X0 且 ‖x0‖ = 1, 由 Hahn-Banach 定理 (定理2.4.9), 存在 f ∈ X ∗ 使得
∥∥ f

∥∥ = 1 且

f
∣∣

X0
= 0.取 {gn} ⊂ { fn}使得 gn → f ,则

∥∥gn − f
∥∥≥ ∣∣gn(xn)− f (xn)

∣∣= ∣∣gn(xn)
∣∣≥ 1

2

∥∥gn
∥∥, ∀n ≥ 1,

在上式中令 n →∞,则 0 ≥ 1
2

∥∥ f
∥∥= 1

2 ,矛盾.
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定义 2.5.3: 第二共轭空间与自反性

设 X 为赋范空间, X ∗ 的共轭空间记为 X ∗∗,称作 X 的第二共轭空间. 称

τ : X → X ∗∗, x 7→ x∗∗ 满足 〈x∗∗, f 〉 = 〈 f , x〉,∀ f ∈ X ∗

的映射 τ为从 X 到 X ∗∗ 的自然嵌入映射, τ保持范数,也即

‖x‖ = ‖τx‖, ∀x ∈ X .

如果 τ是满射 (X 从 X ∗∗ 的等距同构),则称 X 是自反空间.

证明. 需要证明 τ保持范数.一方面,

∣∣〈x∗∗, f 〉∣∣= ∣∣〈 f , x〉∣∣≤ ‖x‖ ·∥∥ f
∥∥, ∀ f ∈ X ∗,

故 ‖x∗∗‖ ≤ ‖x‖.另一方面,由 Hahn-Banach定理 (推论2.4.7),存在 f0 ∈ X ∗ 使得

∥∥ f
∥∥= 1 且 f (x) = ‖x‖,

故 ‖x∗∗‖ = ‖x‖.

定义 2.5.4: 共轭算子

设 X ,Y 是赋范空间, T ∈ L(X ,Y ). T ∗ : Y ∗ → X ∗ 满足

〈y∗,T x〉 = 〈T ∗y∗, x〉, ∀y∗ ∈ Y ∗, x ∈ X .

T ∗ 称为 T 的共轭算子.

定理 2.5.5: 共轭算子的性质

设 X ,Y , Z 是赋范空间, S,T ∈ L(X ,Y ),α,β ∈K,则

(1) T ∗ ∈ L(Y ∗, X ∗),并且 ‖T ‖ = ‖T ∗‖.

(2) (αS +βT )∗ =αS∗+βT ∗.
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(3) 若 T1 ∈ L(X ,Y ),T2 ∈ L(Y , Z ),则 (T2T1)∗ = T ∗
1 T ∗

2 .

(4) I∗X = IX ∗ ,其中 IX 和 IX ∗ 分别是 X 和 X ∗ 到本身的单位映射.

(5) T ∗∗ = (T ∗)∗ ∈ L(X ∗∗,Y ∗∗) 并且 ‖T ∗∗‖ = ‖T ‖, 因此在自然嵌入映射的意义

下, T ∗∗ 可视作 T 的保范延拓.

(6) 若 T ∈ L(X ,Y )是双射,则 T −1 ∈ L(Y , X )且 (T −1)∗ = (T ∗)−1.

(7) 若 X 是 Banach空间, T ∈ L(X ,Y )并且 T ∗ 是双射,则 T 也是双射.

证明. 只证明 (1)(6)(7),其余显然.

(1)一方面,

∥∥(T ∗ f )(x)
∥∥= ∥∥ f (T x)

∥∥≤ ∥∥ f
∥∥ · ‖T x‖ ≤ ‖T ‖ ·∥∥ f

∥∥ · ‖x‖, ∀x ∈ X , f ∈ X ∗,

故
∥∥T ∗ f

∥∥ ≤ ‖T ‖ ·∥∥ f
∥∥(∀ f ∈ X ∗),从而 ‖T ∗‖ ≤ ‖T ‖, T ∗ ∈ L(Y ∗, X ∗).此外, ∀ε > 0,存在

‖xε‖ = 1使得

‖T ‖−ε≤ ‖T xε‖ ≤ ‖T ‖.

并且由 Hahn-Banach定理 (推论2.4.7),存在 fε 使得

∥∥ fε
∥∥= 1 且 f (T xε) = ‖T xε‖.

故 ∥∥T ∗∥∥≥ ∥∥T ∗ fε
∥∥≥ ∥∥(T ∗ fε)(xε)

∥∥= ∥∥ fε(T xε)
∥∥= ‖T xε‖ ≥ ‖T ‖−ε,

由 ε的任意性, ‖T ‖ = ‖T ∗‖.

(6)由 Banach逆算子定理 (定理2.3.4),有 T −1 ∈ L(Y , X ).由共轭算子的性质 (3)以

及 T ◦T −1 = IY ,T −1 ◦T = IX ,有

(T −1)∗ ◦T ∗ = IY ∗ , T ∗ ◦ (T −1)∗ = IX ∗ ,

此即 (T −1)∗ = (T ∗)−1.
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(7)由性质 (6)知 T ∗∗ 是从 X ∗∗ 到 Y ∗∗ 的线性同构. 则存在 C > 0使得

1

C

∥∥x∗∗∥∥≤ ∥∥T ∗∗x∗∗∥∥≤C
∥∥x∗∗∥∥, ∀x∗∗ ∈ X ∗∗.

在上式中取 x∗∗ = τx,其中 x ∈ X , τ : X → X ∗∗ 是自然嵌入映射,得

1

C
‖x‖ ≤ ‖T x‖ ≤C‖x‖, ∀x ∈ X .

因此 T 是单射并且 R(T ) 是闭的. 还需证明 R(T ) = Y . 反设 R(T ) 6= Y , 则由 Hahn-

Banach定理 (定理2.4.9)知存在非零的 y∗ ∈ Y ∗ 使得 y∗∣∣
R(T ) = 0,此即

〈y∗,T x〉 = 0, ∀x ∈ X .

从而 〈T ∗y∗, x〉 = 0,∀x ∈ X ,从而 T ∗y∗ = 0,而 T ∗ 是单射,因此 y∗ = 0,矛盾. 故 T 是

双射.
定义 2.5.6: Hilbert 空间上的共轭算子

设 H 是 Hilbert空间, T ∈ L(H),其共轭算子T ′ 由下式定义:

(T x, y) = (x,T ′y), ∀x, y ∈ H .

+ 注
由 Riesz 表示定理可知存在共轭等距线性同构 Ψ : H → H∗, 则容易验证 T ′ =
Ψ−1T ∗Ψ, 此外不难证明 T ′ 的唯一性, T ′ ∈ L(H) 并且 ‖T ‖ = ∥∥T ′∥∥.

此后为了保持一致性, Hilbert 空间和 Banach 空间上的共轭算子均记作 T ∗.

Hilbert 空间上的共轭算子还满足 (αS +βT )∗ = αS∗+βT ∗, (ST )∗ = T ∗S∗ 以及

T = T ∗∗.

定义 2.5.7: Hilbert 空间之间的共轭算子

设 X ,Y 是 Hilbert空间, T ∈ L(X ,Y ).存在 T ∗ ∈ L(Y , X )使得

(T x, y)Y = (x,T ∗y)X , ∀x ∈ X , y ∈ Y .
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则称 T ∗ 是 T 的共轭算子.

定义 2.5.8: Hilbert 空间上的自伴算子

设 H 是 Hilbert空间, T ∈ L(H).若 T ∗ = T,则称 T 是自伴算子,自共轭算子或对

称算子,也即满足

(T x, y) = (x,T y), ∀x, y ∈ H .

定理 2.5.9

设 X 是 Hilbert空间, T ∈ L(X )是自伴算子,则 K er (T ) = R(T )⊥.

证明. x ∈ K er (T ) ⇐⇒ T x = 0 ⇐⇒ (T x, y) = 0(∀y ∈ X ) ⇐⇒ (x,T y) = 0(∀y ∈ X ) ⇐⇒
x ∈ R(T )⊥.

定义 2.5.10

设 X 是赋范空间, M 是 X 的子空间, N 是 X ∗ 的子空间. 定义

⊥M = {
f ∈ X ∗ : f (x) = 0,∀x ∈ M

}
,

N⊥ = {
x ∈ X : f (x) = 0,∀ f ∈ N

}
.

+ 注
⊥M 和 N⊥ 都是闭子空间, 因为 ⊥M = ⋂

x∈M
K er (τx), N⊥ = ⋂

f ∈N
K er ( f ).

(⊥M)⊥ = M , 证明留作习题.

N ⊂ ⊥(N⊥), 当 X 自反时二者相等.

定理 2.5.11

设 X ,Y 是赋范空间, T ∈ L(X ,Y ),则

K er (T ∗) = ⊥R(T ), K er (T ) = R(T ∗)⊥.

证明. 留作习题.

+ 注

(K er T ∗)⊥ = (⊥R(T )
)⊥ = R(T ), ⊥(K er T ) = ⊥(

R(T )⊥
)⊃ R(T ∗).
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2.5.2 弱收敛和 ∗弱收敛
定义 2.5.12: 线性算子的三种收敛

设 X ,Y 是赋范空间, Tn ,T ∈ L(X ,Y ).

1. 若 ‖Tn −T ‖→ 0,则称 Tn一致收敛于 T,记作 Tn â T, T 称作 {Tn}的一致

极限.

2. 若 ‖Tn x −T x‖→ 0(∀x ∈ X ),则称 Tn强收敛于 T,记作 Tn → T, T 称作 {Tn}

的强极限.

3. 若

lim
n→∞ f (Tn x) = f (T x), ∀x ∈ X , f ∈ Y ∗,

也即 Tn x * T x(∀x ∈ X ), 则称 Tn弱收敛于 T, 记作 Tn * T, T 称作 {Tn}

的弱极限.

+ 注
显然, 一致收敛 =⇒ 强收敛 =⇒ 弱收敛, 反之不一定成立.

三种极限如果存在都必唯一,前两种显然,对于弱收敛,若 Tn * T1 且 Tn * T2,

则如果 T1 6= T2, 那么存在 x ∈ X 使得 T1x 6= T2x. 而由 Hahn-Banach 定理 (推

论2.4.8), 存在 f ∈ X ∗ 使得 f (T1x) 6= f (T2x), 与弱收敛的定义矛盾.

例 2.5.13: 强收敛但不一致收敛

l 2 空间上的左推移算子

T : (x1, x2, · · · ) 7→ (x2, x3, · · · )

满足 T n → 0但 T n 6â 0.

证明. 显然,

T n : (x1, x2, · · · ) 7→ (xn+1, xn+2, · · · ).

任取 x = {xk } ∈ l 2,有 ∥∥T n x
∥∥2 =

∞∑
k=n+1

|xk |2 → 0, n →∞,
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因此 T n → 0.但是 ∥∥T n
∥∥≥ ∥∥T nen+1

∥∥= ‖e1‖ = 1,

其中 ek 表示第 k 分量为 1其余为 0的数列 (k ≥ 1),故 T n 6â 0.

例 2.5.14: 弱收敛但不强收敛

l 2 空间上的右推移算子

S : (x1, x2, · · · ) 7→ (0, x1, x2, · · · )

满足 Sn * 0但 Sn 6→ 0.

证明. 显然,

Sn : (x1, x2, · · · ) 7→ (0,0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸
n

, x1, x2, · · · ).

由于 l 2 是 Hilbert空间,故由 Riesz表示定理和

∣∣(Sn x, y)
∣∣= ∣∣∣∣∣ ∞∑

k=1
(Sn x)k yk

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ ∞∑
k=1

xk yn+k

∣∣∣∣∣
≤

( ∞∑
k=1

|xk |2
)( ∞∑

k=n+1

∣∣yk
∣∣2

)
→ 0, ∀x, y ∈ l 2

知 Sn * 0.但是 ‖Sn x‖ = ‖x‖(∀x ∈ l 2),故 Sn 6→ 0.

定义 2.5.15: ∗ 弱收敛
设 X 是赋范空间, fn , f ∈ X ∗.若

lim
n→∞ fn(x) = f (x), ∀x ∈ X ,

则称 { fn} ∗弱收敛到 f ,记作 ω∗− lim
n→∞ fn = f , f 称作 { fn}的 ∗弱极限.

+ 注
∗ 弱收敛就是有界线性泛函的强收敛, 而它们的弱收敛与强收敛等价 (因为

X ∗ = L(X ,K), K 是一维的), 因此不作讨论.
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命题 2.5.16

设 X 是赋范空间, fn , f ∈ X ∗,若 fn ∗弱收敛于 f ,则 { fn}有界 (即 sup
n≥1

∥∥ fn
∥∥<∞)

并且 ∥∥ f
∥∥≤ liminf

n→∞
∥∥ fn

∥∥.

证明. 由于 fn ∗弱收敛于 f ,故 ∀x ∈ X , fn(x) → f (x),从而 { fn(x)}在 K中有界,从而

由共鸣定理可知 { fn}有界. 任取 ε> 0,存在 ‖xε‖ = 1使得
∣∣ f (xε)

∣∣≥ ∥∥ f
∥∥−ε,而

∥∥ f
∥∥−ε≤ ∣∣ f (xε)

∣∣= lim
n→∞

∣∣ fn(xε)
∣∣≤ liminf

n→∞
∥∥ fn

∥∥,

再由 ε的任意性可得.
定理 2.5.17

设 X 是可分赋范空间, { fn} ⊂ X ∗ 有界,则 { fn}有 ∗弱收敛子列.

证明. 由 X 可分知存在可数稠密子集 {xk } ⊂ X . 由于 { fn} 有界, 故 { fn(x1)} 在 K 中

有界, 从而有子列 { f (1)
n } 使得 f (1)

n (x1) → y1. 而 { f (1)
n (x2)} 也有界, 有子列 { f (2)

n } 使得

f (2)
n (x2) → y2.依次类推,得到

f (k)
n (x j ) → y j , ∀1 ≤ j ≤ k.

取对角列 { f (n)
n },则 f (n)

n (xk ) → yk ,∀k ≥ 1.最后由定理2.3.12的充分条件知 { f (n)
n }弱 ∗

收敛.
定义 2.5.18: 弱收敛

设 X 是赋范空间, {xn} ⊂ X , x ∈ X .若

lim
n→∞ f (xn) = f (x), ∀ f ∈ X ∗,

则称 {xn}弱收敛到 x,记作 xn * x, x 称作 {xn}的弱极限.

+ 注
为了区分, 称 xn → x(按范数收敛) 为 xn 强收敛到 x, 或 x 是 {xn} 的强极限.
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命题 2.5.19

(1)弱极限如果存在必唯一. (2)强极限若存在必是弱极限,反之未必成立.

证明. (1)设 xn * x 且 xn * y,则

f (x − y) = lim
n→∞ f (xn)− lim

n→∞ f (xn) = 0, ∀ f ∈ X∗,

由 Hahn-Banach定理,存在 f ∈ X ∗ 使得
∥∥x − y

∥∥= f (x − y) = 0 =⇒ x = y.

(2) 强极限如果存在, 根据 f 的连续性显然必是弱极限. 现举例说明反之未必

成立. 在 X = L2[0,2π]上考虑点列 {sinnx}∞1 .由 Riemann-Lebesgue引理,

lim
n→∞

∫2π

0
f (x)sinnxdx = 0, ∀ f ∈ L2[0,2π],

由于 L2 共轭是其本身,上式即 sinnx * 0.但是 ‖sinnx‖2 =
p
π,因此 sinnx 6→ 0.

命题 2.5.20

设 X 是赋范空间, xn , x ∈ X 且 xn * x,则 {xn}有界并且

‖x‖ ≤ liminf
n→∞ ‖xn‖.

证明. 记 τ : X → X ∗∗ 是自然嵌入映射. 由于 ∀ f ∈ X ∗, f (xn) → f (x),故 { f (xn)}有界,

即 {τxn( f )}有界,从而由共鸣定理可得 {τxn}有界, {xn}有界. 由 Hahn-Banach定理知

存在 f ∈ X ∗ 使得 f (x) = ‖x‖且 ∥∥ f
∥∥= 1,从而

∥∥ f
∥∥= f (x) = lim

n→∞ f (xn) ≤ liminf
n→∞ ‖xn‖,

得证.
定理 2.5.21

设 X 是 Banach空间, xn , x ∈ X .则 xn * x 的充要条件为

(1) {xn}有界;

(2) 存在 X ∗ 的稠密子集 M 使得 lim
n→∞ f (xn) = f (x), ∀ f ∈ M .
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证明. 必要性: 由上一命题立即得到.

充分性: 记 τ 是 X 到 X ∗∗ 的自然嵌入映射, 则由定理2.3.12, {τxn} 有界和

〈τxn , f 〉收敛 (∀ f ∈ M)可知 τxn 弱 ∗收敛,记其极限为 x∗∗.而

〈τx, f 〉 = lim
n→∞〈τx, fn〉 = 〈x∗∗, f 〉, ∀ f ∈ M .

任取 g ∈ X ∗,存在 { fn} ⊂ M 使得
∥∥g − fn

∥∥→ 0,从而

〈τx, g 〉 = lim
n→∞〈τx, fn〉 = 〈x∗∗, g 〉,

因此 x∗∗ = τx, xn 弱 ∗收敛于 τx,此即 xn * x.

定理 2.5.22: Mazur 定理

设 X 是一个赋范空间, xn * x0,则

x0 ∈ co
(
{xn}∞1

)
,

也即存在 xn 的凸组合序列强收敛于 x0.

+ 注
凸包和凸组合的定义见附录A.7的定义A.7.3.

证明. 记 M = co
(
{xn}∞1

)
,反设 x0 6∈ M .由 Hahn-Banach定理的第二几何形式,存在 X

上的实有界线性泛函 u 使得

u(x) <α< u(x0), ∀x ∈ M ,

若 K=R,则 u ∈ X ∗,上式已经与 xn * x 矛盾.

若K=C,则 f (x) = u(x)−i u(i x) ∈ X ∗.由 xn * x知 f (xn) → f (x0),从而 u(xn) → u(x0),

也与上式矛盾.
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定义 2.5.23: 弱闭集

设 X 是赋范空间, A ⊂ X .若 A满足 ∀{xn} ⊂ A且 xn * x ∈ X 都有 x ∈ A,则 A称

为弱闭集.

命题 2.5.24

弱闭集一定是闭集,闭凸集一定是弱闭集.

证明. 若 A是弱闭集,则对 {xn} ⊂ A且 xn → x,有 xn * x ,故 x ∈ A,从而 A是闭集.

若 A是闭凸集,则若 {xn} ⊂ A且 xn * x,由 Mazur定理, x ∈ co
(
{xn}∞1

)⊂ A,故 A

弱闭.

2.5.3 自反空间的性质
定理 2.5.25: Pettis 定理

自反空间 X 的闭子空间 X0 也是自反的.

证明. 任取 x∗∗
0 ∈ X ∗∗

0 ,要证明存在 x0 ∈ X0 使得

〈x∗∗
0 , x∗

0 〉 = 〈x∗
0 , x0〉, ∀x∗

0 ∈ X ∗
0 .

令 T : X ∗ → X ∗
0 , x∗ 7→ x∗∣∣

X0
,则显然 T ∈ L(X ∗, X ∗

0 ),并且由 Hahn-Banach定理知 T 是

满射.令 x∗∗ = T ∗x∗∗
0 ,则由 X 自反知存在 x ∈ X 使得 〈x∗∗, x∗〉 = 〈x∗, x〉(∀x ∈ X ).从而

〈x∗∗
0 ,T x∗〉 = 〈T ∗x∗∗

0 , x∗〉 = 〈x∗∗, x∗〉 = 〈x∗, x〉, ∀x∗ ∈ X ∗,

如果还有 x ∈ X0,则根据 〈T x∗, x〉 = 〈x∗, x〉以及 T 是满射,有

〈x∗∗
0 , x∗

0 〉 = 〈x∗
0 , x〉, ∀x∗

0 ∈ X ∗
0 .

下面证明 x ∈ X0.反设 x 6∈ X0,则由 Hahn-Banach定理,存在 f ∈ X ∗ 使得 f
∣∣

X0
= 0且

f (x) 6= 0,从而 T f = 0,故

0 = 〈x∗∗
0 ,T f 〉 = 〈 f , x〉,
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与 〈 f , x〉 6= 0矛盾.
命题 2.5.26

设 X 是赋范空间,则:

(1) 若 X 自反,则 X ∗ 也自反.

(2) 若 X 是 Banach空间,则 X 自反当且仅当 X ∗ 自反.

证明. 留作习题.
命题 2.5.27

设 X ,Y 是赋范空间, X 与 Y 线性同构 (即存在双射 T ∈ L(X ,Y )具有有界逆),则

X 自反当且仅当 Y 自反.

证明. 由定理2.5.5的 (6) 以及 T 是线性同构知, T ∗ 也是线性同构, 从而 T ∗∗ 是 X ∗∗

到 Y ∗∗ 的线性同构. 设 ϕ 是从 Y 到 Y ∗∗ 的自然嵌入映射. 若 Y 自反, 则对任意的

x∗∗ ∈ X ∗∗,有

〈x∗,T −1ϕ−1T ∗∗x∗∗〉 = 〈x∗T −1,ϕ−1T ∗∗x∗∗〉
=〈T ∗∗x∗∗, x∗T −1〉 = 〈x∗∗,T ∗x∗T −1〉 = 〈x∗∗, x∗〉, ∀x∗ ∈ X ∗,

其中最后一个等式成立 (即 x∗ = T ∗x∗T −1)是因为

〈T ∗x∗T −1, x〉 = 〈x∗T −1,T x〉 = 〈x∗, x〉, ∀x ∈ X .

因此 X 是自反的. 此时证明了充分性,必要性由 T −1 是从 Y 到 X 的线性同构以及

充分性可得.

+ 注
设 X 上两个范数 ‖·‖1 和 ‖·‖2 等价, 则 (X ,‖·‖1) 自反当且仅当 (X ,‖·‖2).

定理 2.5.28: 商空间上的线性泛函

设 X 是赋范空间, M 是 X 的闭子空间, π : X → X /M 是自然映射. 则 π∗ 是从

(X /M)∗ 到 ⊥M 的等距同构映射.
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证明. 任取 y∗ ∈ (X /M)∗,有

〈π∗y∗, x〉 = 〈y∗,πx〉 = 0, ∀x ∈ M ,

故 π∗ 的确是 (X /M)∗ 到 ⊥M 的映射.

还需证明 π∗ 等距且是满射. 对于等距,只需注意到对 ∀y∗ ∈ (X /M)∗,都有

∥∥π∗y∗∥∥= sup
x∈X

∣∣〈π∗y∗, x〉∣∣= sup
x∈X

∣∣〈y∗,πx〉∣∣= sup
y∈X /M

∣∣〈y∗, y〉∣∣= ∥∥y∗∥∥.

为了证明 π∗ 是满射,取 x∗ ∈ ⊥M ,定义

〈y∗,πx〉 := 〈x∗, x〉, ∀x ∈ X .

y∗ 是良定义的,因为如果 πx1 = πx2,则 x1 − x2 ∈ M ,由于 x∗ ∈ ⊥M , 〈x∗, x1〉 = 〈x∗, x2〉.
不难证明 y∗ ∈ (X /M)∗,并且有 π∗y∗ = x∗,因此 π∗ 是满射.
定理 2.5.29: 共轭空间的商空间

设 X 是赋范空间, M 是 X 的闭子空间,则 X ∗/⊥M 与 M∗ 等距同构.

证明. 记 ϕ是 X ∗ 到 X ∗/⊥M 的自然嵌入映射. 定义映射 σ : X ∗/⊥M → M∗,ϕ(x∗) →
x∗∣∣

M . σ是良定义的,因为若 ϕ(x∗
1 ) =ϕ(x∗

2 ),则 x∗
1 − x∗

2 ∈ M⊥,从而 x∗
1

∣∣
M = x∗

2

∣∣
M . σ显

然是线性的,它也是等距映射,因为

∥∥ϕ(x∗)
∥∥= inf

y∗∈⊥M

∥∥x∗− y∗∥∥= inf
y∗∈⊥M

sup
x∈X ,‖x‖=1

∣∣〈x∗− y∗, x〉∣∣
= sup

x∈X ,‖x‖=1
inf

y∗∈⊥M

∣∣〈x∗− y∗, x〉∣∣= sup
x∈M ,‖x‖=1

inf
y∗∈⊥M

∣∣〈x∗− y∗, x〉∣∣
= sup

x∈M ,‖x‖=1

∣∣〈x∗, x〉∣∣= ∥∥x∗∣∣
M

∥∥, ∀x∗ ∈ X ∗,

其中第二行第二个等号成立是由于,若 x 6∈ M ,则由 Hahn-Banach定理 (定理2.4.9),存

在 y∗ ∈ ⊥M 使得 〈y∗, x〉 = 〈x∗, x〉.
最后证明 σ是满射,取 m∗ ∈ M∗,由 Hahn-Banach定理 (定理2.4.6)知存在 x∗ ∈
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X ∗ 为 m∗ 的保范延拓,此时 σ(ϕx∗) = m∗,故 σ是满射.
定理 2.5.30

设 X 是自反空间, M 是 X 的闭子空间,则 X /M 是自反空间.

证明. 由于 X 是自反空间,则 X 完备 (若 {xn}是 X 中 Cauchy列,则 {τxn}是 X ∗∗ 中

Cauchy 列, 而 X ∗∗ 完备, 因此收敛于 x∗∗, 而 X 自反, 所以 xn → τ−1x∗∗), 从而由定

理1.5.19, X /M 也完备

根据命题2.5.26的 (1)以及 X 自反知 X ∗ 也自反, 而 ⊥M 是 X ∗ 的闭子空间, 由

Pettis定理可得 ⊥M 自反. 再根据命题2.5.27和定理2.5.28得 (X /M)∗ 自反,最后再由命

题2.5.26的 (2)以及 X /M 是 Banach空间知 X /M 自反.

+ 注
商空间的自反性也可以推出闭子空间的自反性, 因为若 X 自反, M 是闭子空

间, 则 X ∗ 自反, 从而由该定理可得 X ∗/⊥M 自反, 从而由上一定理 M∗ 自反,

从而 M 自反.

定理 2.5.31: Eberlein-Smulian 定理

设 X 是自反空间, {xn}是 X 中的有界列,则存在子列 {xnk }和 x ∈ X 使得 xnk * x

(自反空间中的有界集弱列紧).

证明. 令 X0 = span{xn}∞1 ,由 Pettis定理, X0 也是自反的. 因此再由 X0 是可分的, X ∗∗
0

可分. 取 zn ∈ X ∗∗
0 满足

〈zn , f 〉 = 〈 f , xn〉, ∀ f ∈ X ∗
0 .

则 {zn}也是 X ∗∗
0 中的有界列. 在 X ∗

0 上应用定理2.5.17可得 {zn}有子列 {znk } ∗弱收
敛于 z ∈ X ∗∗

0 ,即

〈znk , f 〉→ 〈z, f 〉, ∀ f ∈ X ∗
0 .

因为 X0 是自反的,存在 x ∈ X0 使得 〈z, f 〉 = 〈 f , x〉(∀ f ∈ X ∗
0 ),故

〈 f , xnk 〉 = 〈znk , f 〉→ 〈z, f 〉 = 〈 f , x〉, ∀ f ∈ X ∗
0 .
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对 g ∈ X ∗, g0 = g
∣∣

X0
∈ X ∗

0 ,故也有

〈g , xnk 〉→ 〈g , x〉, ∀g ∈ X ∗.

因此 xnk 弱收敛于 x.

定义 2.5.32: 弱列紧和 ∗ 弱列紧
设 X 为赋范空间. 若 A ⊂ X 中任意点列都有收敛子列都有弱收敛子列,则称 A

是弱列紧的. 若 B ⊂ X ∗ 中任意点列都有 ∗弱收敛子列,则称 B 是 ∗弱列紧的.

+ 注
Eberlein-Smulian 定理说明自反空间中的单位球弱列紧.

此外, 自反空间中的单位闭球弱自列紧.

证明. 设 {xn} 满足 ‖xn‖ ≤ 1(∀n ≥ 1). 则存在子列 xnk * x ∈ X . 由 Hahn-Banach 定理

(推论2.4.7),存在 f ∈ X ∗ 使得

∥∥ f
∥∥= 1 且 f (x) = ‖x‖.

则

‖x‖ = f (x) = lim
k→∞

f (xnk ) ≤ limsup
k→∞

∥∥ f
∥∥ ·∥∥xnk

∥∥≤ 1,

因此单位闭球弱自列紧.
定理 2.5.33: 自反空间中最佳逼近元的存在性

设 X 是自反空间, M 是 X 中的非空闭凸子集,则 ∀x ∈ X ,存在 y ∈ M 使得

∥∥x − y
∥∥= ρ(x, M) := inf

z∈M
‖x − z‖.

证明. 不妨设 x ∈ X \M ,否则是显然的. 由下确界定义知,存在 yn ∈ M使得
∥∥x − yn

∥∥→
ρ(x, M).不难证明 {yn}是 X 中的有界列,则由 X 自反以及定理2.5.31,存在 y ∈ X 以

及子列 {ynk }使得 ynk * y.由 M 是闭凸集以及命题2.5.24,有 y ∈ M .
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此时必有
∥∥x − y

∥∥= ρ(x, M),因为

ρ(x, M) ≤ ∥∥x − y
∥∥≤ liminf

k→∞
∥∥x − ynk

∥∥= ρ(x, M),

其中第二个不等号成立,根据命题2.5.20以及 x − ynk * x − y.

定义 2.5.34: 一致凸

设 X 是赋范空间. 若 ∀ε> 0,存在 δ> 0使得当 x, y ∈ X 满足 ‖x‖,
∥∥y

∥∥ ≤ 1并且∥∥x − y
∥∥> ε时,都有 ∥∥∥x + y

2

∥∥∥< 1−δ,

则称 X 是一致凸空间.

例 2.5.35

不难验证 R2 上的 Euclidean 范数 ‖·‖2 是一致凸的, 但其等价范数 ‖·‖1 和 ‖·‖∞
都不是一致凸的.

+ 注
一致凸空间必是严格凸的.

命题 2.5.36: 一致凸空间等价条件

设 X 是赋范空间,则 X 一致凸的充要条件为: 对 ∀{xn}, {yn} ⊂ X ,

lim
n→∞‖xn‖ = lim

n→∞
∥∥yn

∥∥= 1, lim
n→∞

∥∥xn + yn
∥∥= 2 =⇒ lim

n→∞
∥∥xn − yn

∥∥= 0.

证明. 留作习题.
例 2.5.37

内积空间是一致凸的.

证明. 设 X 是内积空间,若有

lim
n→∞‖xn‖ = lim

n→∞
∥∥yn

∥∥= 1, lim
n→∞

∥∥xn + yn
∥∥= 2,
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则

lim
n→∞

∥∥xn − yn
∥∥2 = lim

n→∞

(
2‖xn‖2 +2

∥∥yn
∥∥2 −∥∥xn + yn

∥∥2
)
= 0,

故由上一命题, X 是一致凸空间.
推论 2.5.38

设 X 是一致凸空间. 若 {xn} ⊂ X 满足

lim
n→∞‖xn‖ = 1 且 lim

m,n→∞‖xn +xm‖ = 2,

则 {xn}是 Cauchy列.

证明. 反设 {xn}不是 Cauchy列,则存在子列 {xnk }和 {xmk }和 ε0 > 0使得

∥∥xnk −xmk

∥∥> ε0, ∀k ≥ 1.

而显然有

lim
k→∞

∥∥xnk

∥∥= lim
k→∞

∥∥xmk

∥∥= 1 以及 lim
k→∞

∥∥xnk +xmk

∥∥= 2,

故由一致凸空间的等价条件得 lim
k→∞

∥∥xnk −xmk

∥∥= 0,矛盾.

引理 2.5.39

设 X 为 Banach 空间, f1, · · · , fn ∈ X ∗, α1, · · · ,αn ∈ K, γ > 0. 则对 ∀ε > 0, 存在

xε ∈ X 使得

fi (xε) =αi (i = 1, · · · ,n) 以及 ‖xε‖ < γ+ε

成立的充要条件为: 对任意的 β1, · · · ,βn ∈K,不等式

∣∣∣∣∣ n∑
i=1

βiαi

∣∣∣∣∣≤ γ

∥∥∥∥∥ n∑
i=1

βi fi

∥∥∥∥∥
成立.
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证明. 必要性: 给定 β1, · · · ,βn ∈K,对任意的 ε> 0,有

∣∣∣∣∣ n∑
i=1

βiαi

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ n∑
i=1

βi fi (xε)

∣∣∣∣∣≤
∥∥∥∥∥ n∑

i=1
βi fi

∥∥∥∥∥ · ‖xε‖ ≤ (γ+ε)

∥∥∥∥∥ n∑
i=1

βi fi

∥∥∥∥∥,

再根据 ε的任意性可得充分条件中不等式.

充分性: 不妨设 f1, · · · , fn 线性无关. 考虑映射

φ : X →Kn , x 7→ ( f1(x), · · · , fn(x)).

φ一定是满射,若不然, dimR(φ) < n,则根据线性代数知识,存在非零的 (y1, · · · , yn) ∈
Kn 使得

n∑
i=1

yi fi (x) = 0, ∀x ∈ X ,

与 f1, · · · , fn 线性无关矛盾. 根据开映射定理以及 φ 是满射可知 φ 是开映射. 记

Sε = {x ∈ X : ‖x‖ < γ+ε},则由于 φ是开映射, φ(Sε)是 Kn 中的开集.

反设不存在必要条件中的 xε,则 (α1, · · · ,αn) 6∈φ(Sε).则由 Hahn-Banach定理的

第一几何形式,存在 Kn 上的有界线性泛函 F 使得

|F (α1, · · · ,αn)| ≥ ReF (α1, · · · ,αn) ≥ sup
x∈Sε

ReF ◦φ(x) = sup
x∈Sε

∣∣F ◦φ(x)
∣∣.

由 Euclidean空间 Kn 的性质,存在 (β1, · · · ,βn) ∈Kn 使得

F (y1, · · · , yn) =
n∑

i=1
yiβi , ∀(y1, · · · , yn) ∈Kn .

故

γ

∥∥∥∥∥ n∑
i=1

βi fi

∥∥∥∥∥≥
∣∣∣∣∣ n∑
i=1

αiβi

∣∣∣∣∣≥
∣∣∣∣∣ n∑
i=1

βi fi (x)

∣∣∣∣∣, ∀x ∈ Sε.

但不等式右侧的上极限是 (γ+ε)

∥∥∥∥ n∑
i=1

βi fi

∥∥∥∥,矛盾.

定理 2.5.40

设 X 是一致凸的 Banach空间,则 X 自反.
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证明. 给定 x∗∗
0 ∈ X ∗∗,不妨设

∥∥x∗∗
0

∥∥= 1.对每个 n ≥ 1,存在 x∗
n ∈ X ∗,

∥∥x∗
n

∥∥= 1使得

∣∣〈x∗∗
0 , x∗

n〉
∣∣≥ ∥∥x∗∗

0

∥∥− 1

n
= 1− 1

n
.

在上面引理中取 fi = x∗
i ,αi = 〈x∗∗

0 , x∗
i 〉(1 ≤ i ≤ n),γ= ∥∥x∗∗

0

∥∥= 1.则对任意的β1, · · · ,βn ∈
K,不等式 ∣∣∣∣∣ n∑

i=1
βi 〈x∗∗

0 , x∗
i 〉

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣〈x∗∗

0 ,
n∑

i=1
βi x∗

i 〉
∣∣∣∣∣≤

∥∥∥∥∥ n∑
i=1

βi x∗
i

∥∥∥∥∥
成立. 故若取 ε= 1

n ,存在 xn ∈ X 使得

〈x∗∗
0 , x∗

i 〉 = 〈x∗
i , xn〉(1 ≤ i ≤ n) 并且 ‖xn‖ ≤ 1+ 1

n
.

于是

1− 1

n
≤ ∣∣〈x∗∗

0 , x∗
n〉

∣∣= ∣∣〈x∗
n , xn〉

∣∣≤ ‖xn‖ ≤ 1+ 1

n
,

故 lim
n→∞‖xn‖ = 1.再由

2

(
1− 1

n

)
≤ 2

∣∣〈x∗∗
0 , x∗

n〉
∣∣= ∣∣〈x∗

n , xn +xn+p〉
∣∣≤ ∥∥xn +xn+p

∥∥≤ 2

(
1+ 1

n

)

可得 lim
m,n→∞‖xm +xn‖ = 2.故由一致凸空间等价条件的推论知 {xn}是 Cauchy列,而

X 完备,故 {xn}收敛,记其极限为 x0,显然有 ‖x0‖ = 1.在

〈x∗∗
0 , x∗

i 〉 = 〈x∗
i , xn〉, 1 ≤ i ≤ n

中令 n →∞可得 〈x∗∗
0 , x∗

i 〉 = 〈x∗
i , x0〉(∀i ≥ 1).

下面证明 x0 是满足

‖x0‖ = 1 且 〈x∗∗
0 , x∗

n〉 = 〈x∗
n , x0〉,∀n ≥ 2

的唯一点. 若不然,存在不同于 x0 的点 x ′
0 ∈ X 也满足该性质,则由 X 的严格凸性 (一
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致凸必严格凸),
∥∥x0 +x ′

0

∥∥< 2.但注意到

2

(
1− 1

n

)
≤ 2

∣∣〈x∗∗
0 , x∗

n〉
∣∣= ∣∣〈x∗

n , x0 +x ′
0〉

∣∣≤ ∥∥x0 +x ′
0

∥∥, ∀n ≥ 2,

故
∥∥x0 +x ′

0

∥∥≥ 2,矛盾.

故 x0 与 x∗
1 的选取无关,而由 x∗

1 的定义知它可以取作 X ∗ 中任意范数为 1的

点,因此 〈x∗∗
0 , x∗〉 = 〈x∗, x0〉,∀x∗ ∈ X ∗,该式说明 X 自反.

推论 2.5.41

Hilbert空间均是自反的.

证明. 由 Hilbert空间的完备性和一致凸性得到.
定理 2.5.42

设 X 是一致凸的 Banach空间, xn , x ∈ X , xn * x 并且

limsup
n→∞

‖xn‖ ≤ ‖x‖,

则 xn → x.

证明. 由命题2.5.20,还有 ‖x‖ ≤ liminf
n→∞ ‖xn‖,故 ‖xn‖→ ‖x‖.不妨设 x 6= 0,否则显然成

立. 因为 xn * x 并且 ‖xn‖→‖x‖ 6= 0,故由

∣∣∣∣ f

(
xn

‖xn‖
− x

‖x‖
)∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣ f (

xn

‖xn‖
− xn

‖x‖ )

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ f

(
xn

‖x‖ −
x

‖x‖
)∣∣∣∣

≤∥∥ f
∥∥ · ‖xn‖

∣∣∣∣ 1

‖xn‖
− 1

‖x‖
∣∣∣∣+ 1

‖x‖
∣∣ f (xn)− f (x)

∣∣→ 0, ∀ f ∈ X ∗,

故 xn
‖xn‖ *

x
‖x‖ ,因而

xn

‖xn‖
+ x

‖x‖ * 2
x

‖x‖ .

由于

2 = 2

∥∥∥∥ x

‖x‖
∥∥∥∥≤ liminf

n→∞

∥∥∥∥ xn

‖xn‖
+ x

‖x‖
∥∥∥∥≤ limsup

n→∞

∥∥∥∥ xn

‖xn‖
+ x

‖x‖
∥∥∥∥≤ 2,
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故由一致凸空间的等价条件可得 xn
‖xn‖ →

x
‖x‖ ,因此根据

‖xn −x‖ ≤
∥∥∥∥xn − ‖x‖

‖xn‖
xn

∥∥∥∥+∥∥∥∥ ‖x‖
‖xn‖

xn −x

∥∥∥∥
=|‖xn‖−‖x‖|+‖x‖ ·

∥∥∥∥ xn

‖xn‖
− x

‖x‖
∥∥∥∥

可知 xn → x.

定理 2.5.43

当 1 < p <∞时, Lp 空间是一致凸空间,进而是自反的.

证明. 当 2 ≤ p <∞时,有
∥∥∥∥ f + g

2

∥∥∥∥p

p
+

∥∥∥∥ f − g

2

∥∥∥∥p

p
≤ 1

2

(∥∥ f
∥∥p

p +∥∥g
∥∥p

p

)
, ∀ f , g ∈ Lp ,

该不等式的证明留作习题.

当 1 < p < 2时,有

∥∥∥∥ f + g

2

∥∥∥∥q

p
+

∥∥∥∥ f − g

2

∥∥∥∥q

p
≤

(
1

2

∥∥ f
∥∥p

p + 1

2

∥∥g
∥∥p

p

) 1
p−1

, ∀ f , g ∈ Lp ,

其中 1
p + 1

q = 1,该不等式的证明也留作习题.

根据上面两个不等式以及一致凸空间的等价条件,立即得到 Lp (1 < p <∞)空

间的一致凸性.
定理 2.5.44

当 1 < p <∞时, ∀φ ∈ (Lp )∗,存在唯一的 u ∈ Lq 使得

〈φ, f 〉 =
∫

u f dµ, ∀ f ∈ Lp ,

其中 1
p + 1

q = 1.在此意义下, (Lp )∗ = Lq .

+ 注
若测度 µ 是 σ 有限的, 则该定理对 p = 1 也成立.
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证明. 令 T : Lq → (Lp )∗,满足

〈Tu, f 〉 :=
∫

u f dµ, ∀ f ∈ Lp .

由 Holder不等式, ∣∣〈Tu, f 〉∣∣≤ ‖u‖q ·
∥∥ f

∥∥
p , ∀ f ∈ Lp ,

故 T 是 Lq 到 (Lp )∗上的有界线性算子. 若取 f0 = sign(u) · |u|q−1,则
∥∥ f0

∥∥p
p = ‖u‖q

q ,并

且

〈Tu, f0〉 = ‖u‖q
q = ‖u‖q ·

∥∥ f0
∥∥

p ,

因此 ‖Tu‖ = ‖u‖q .还需证明 T 是满射. T 是等距映射, 故 R(T )在 (Lp )∗ 中闭, 只需

证明 R(T ) = (Lp )∗.任取 ψ ∈ (Lp )∗∗ 使得 ψ
∣∣
R(T ) = 0,由于 Lp (1 < p <∞)自反,故存在

ϕ ∈ Lp 使得 ψ= τϕ(τ是从 Lp 到 (Lp )∗∗ 的自然嵌入映射),从而

0 = 〈ψ,Tu〉 = 〈Tu,ϕ〉 =
∫

uϕdµ, ∀u ∈ Lq ,

从而 ϕ= 0, ψ= 0.故 ⊥R(T ) = {0}, R(T ) = (Lp )∗.

推论 2.5.45

设 1 < p <∞,则 Lp [a,b]中 fn * f 的充要条件为

∫t

a
fnds →

∫t

a
f ds, ∀t ∈ [a,b].

证明. 充分条件就是 〈χ[a,t ], fn〉→ 〈χ[a,t ], f 〉,因此由 span{χ[a,t ] : a ≤ t ≤ b} = Lp [a,b](阶

梯函数在 Lp [a,b]中稠密)立即得到.
定理 2.5.46

在 C [a,b]中, xn * x 的充要条件为

(1) {xn}在 C [a,b]中有界;

(2) ∀t ∈ [a,b], xn(t ) → x(t ).

证明. 必要性: (1)显然, (2)由 〈δt , x〉 := x(t )定义的 δt 是 C [a,b]上的有界线性泛,因
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此

〈δt , xn〉 = xn(t ) → x(t ) = 〈δt , x〉, ∀t ∈ [a,b].

充分性: 由
(
C [a,b]

)∗为有界变差函数空间 BV [a,b]以及 Lebesgue控制收敛定

理可得.

2.5.4 作业

� 题目2.5.1. 设 X 是复 Hilbert空间, T ∈ L(X ),证明 T = T ∗ ⇐⇒ (T x, x) ∈R,∀x ∈ X .

解答. 必要性: 由 (T x, x) = (x,T x) = (T x, x)(∀x ∈ X )可得.

充分性: 任取 x, y ∈ X ,有

(T (x + y), x + y) = (T (x + y), x + y) = (x + y,T (x + y))

=⇒ (T x, y)+ (T y, x) = (x,T y)+ (y,T x).

将上式中的 y 改为 i y,再整理可得 (T x, y)− (T y, x) = (x,T y)− (y,T x),将该式与上式

相加即得 (T x, y) = (x,T y).

� 题目2.5.2. 设 X 是 Hilbert空间, T1,T2 ∈ L(X )都是自伴算子,则

T1T2 = T2T1 ⇐⇒ (T1T2)∗ = T1T2.

解答. 只需注意到 (T1T2)∗ = T ∗
2 T ∗

1 = T2T1.

� 题目2.5.3. 设 X 是 Hilbert空间, T ∈ L(X ),证明 K er (T ∗) = R(T )⊥.

解答. x ∈ K er (T ∗) ⇐⇒ T ∗x = 0 ⇐⇒ (T ∗x, y) = 0(∀y ∈ X ) ⇐⇒ (x,T y) = 0(∀y ∈
X ) ⇐⇒ x ∈ R(T )⊥.

� 题目2.5.4. 设 X 是赋范空间, M 是 X 的子空间,证明 (⊥M)⊥ = M .

解答. 由 (⊥M)⊥ = {
x ∈ X : f (x) = 0,∀ f ∈ X ∗ 且 f

∣∣
M = 0

}
知 M ⊂ (⊥M)⊥, 而 (⊥M)⊥ 还

是闭子空间,因此 M ⊂ (⊥M)⊥.若 M 6= (⊥M)⊥,则由 Hahn-Banach定理知存在 f ∈ ⊥M

以及 x0 ∈ (⊥M)⊥ 使得 f (x0) 6= 0,但根据 (⊥M)⊥ 的定义又有 x0 6∈ (⊥M)⊥,矛盾.
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� 题目2.5.5. 设 X ,Y 是赋范空间, T ∈ L(X ,Y ),证明:

K er (T ∗) = ⊥R(T ), K er (T ) = R(T ∗)⊥.

解答. x∗ ∈ K er (T ∗) ⇐⇒ T ∗x∗ = 0 ⇐⇒ 〈T ∗x∗, y〉 = 0(∀y ∈ Y ) ⇐⇒ 〈x∗,T y〉 = 0(∀y ∈
Y ) ⇐⇒ x∗ ∈ ⊥R(T ).

x ∈ K er (T ) ⇐⇒ T x = 0 ⇐⇒ 〈y∗,T x〉 = 0(∀y∗ ∈ Y ∗) ⇐⇒ 〈T ∗y∗, x〉 = 0(∀y∗ ∈
Y ∗) ⇐⇒ x ∈ R(T ∗)⊥.

� 题目2.5.6. 设 X = {
{xn} ⊂ l 2 : ‖x‖ <∞}

,其中 ‖x‖ =
( ∞∑

n=1
|nxn |2

) 1
2

.记 T 是从 X 到 l 2 的

单位映射,证明 R(T ) = l 2.

解答. 任取 x ∈ X , y ∈ l 2,有 (T x, y)l 2 = (x,T ∗y)X ,即

∞∑
n=1

xn yn =
∞∑

n=1
n2xn(T ∗y)n ,

故 (T ∗y)n = yn

n2 .从而 K er (T ∗) = {0} =⇒ R(T ) = K er (T ∗)⊥ = l 2.

� 题目2.5.7. 设 X 是自反的赋范空间,证明 X ∗ 也自反.

解答. 记 τ是从 X 到 X ∗∗ 的自然嵌入映射,由于 X 自反, τ是 X 到 X ∗∗ 的等距同构.

任取 x∗∗∗ ∈ X ∗∗∗,则 x∗∗∗τ ∈ X ∗ 并且

〈x∗∗, x∗∗∗τ〉 = 〈x∗∗∗τ,τ−1x∗∗〉 = 〈x∗∗∗, x∗∗〉,

因此 X ∗ 自反.

� 题目2.5.8. 设 X 是 Banach空间,则 X 自反当且仅当 X ∗ 自反.

解答. 必要性:由上题立即得到.

充分性: 若 X ∗ 自反, 则由必要性条件知 X ∗∗ 自反. 记 τ 是 X 到 X ∗∗ 的自然

同构, 则由 X 是 Banach 空间可得 τ(X ) 在 X ∗∗ 中闭. 根据 Pettis 定理, 自反空间的

闭子空间也自反, 因此 τX 自反. 记 ϕ 是从 τX 到 (τX )∗∗ 的自然同构 (因为 τX 自

反). 不难看出 x∗ 7→ y∗, 〈y∗,τx〉 := 〈x∗, x〉(x ∈ X ) 是 X ∗ 到 (τX )∗ 的等距同构, 从而
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ψ : x∗∗ 7→ y∗∗,〈y∗∗, y∗〉 := 〈x∗∗, x∗〉(x∗ ∈ X ∗)是从 X ∗∗ 到 (τX )∗∗ 的等距同构.故

〈x∗∗, x∗〉 = 〈y∗∗, y∗〉 = 〈y∗,ϕ−1 y∗∗〉
= 〈x∗,τ−1ϕ−1 y∗∗〉 = 〈x∗,τ−1ϕ−1ψx∗∗〉,

因此 X 也自反.

� 题目2.5.9. 求证: (l p )∗ = l q
(
1 ≤ p <∞, 1

p + 1
q = 1

)
.

解答. 令

T :l q → (l p )∗, {αn} 7→ f

(
f ({xn}) =

∞∑
n=1

αn xn

)
,

由课本习题 2.3.8 和课本习题 2.3.9, T 是良定义的并且保持范数. 还需证明 T 是满

射. 设 f ∈ l q , 令 {αn} = { f (en)}, 其中 en 是第 n 分量为 1 其余为 0 的点. ∀{xn} ∈
l p ,

∞∑
n=1

αn xn = f ({xn}) 收敛, 因此再由课本习题 2.3.8 和课本习题 2.3.9, {αn} ∈ l q 且

T {αn} = f , T 是满射.

� 题目2.5.10. 设 C 是收敛数列全体,其上范数为 ‖·‖∞,求证: C∗ = l 1.

解答. 令

T : l 1 →C∗,α= {αn} → f

(
f ({xn}) =

∞∑
n=1

αn xn

)
.

首先证明 T 是良定义的,并且
∥∥ f

∥∥= ‖α‖1.注意到

∣∣ f (x)
∣∣= ∣∣∣∣ ∞∑

n=1
αn xn

∣∣∣∣≤ ‖x‖∞
∞∑

n=1
|αn | = ‖α‖1 · ‖x‖∞, ∀x = {xn} ∈C ,

因此
∥∥ f

∥∥≤ ‖α‖1.记

x(m) ∈C0 ⊂C : x(m)
n =


sign(αn), n ≤ m,

0, n > m.

则

f (x(m)) =
m∑

n=1
|αn |→ ‖α‖1, m →∞,
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因此
∥∥ f

∥∥= ‖α‖1.

再证明 T 是满射. 对 f ∈C∗,令 α= {αn} = { f (e(n))}.下面证明 α ∈ l 1.

∣∣ f (x(m))
∣∣= ∣∣∣∣ ∞∑

n=1
x(m)

n f (e(n))

∣∣∣∣= m∑
n=1

∣∣ f (e(n))
∣∣= m∑

n=1
|αn | ≤

∥∥ f
∥∥ ·∥∥x(m)

∥∥= ∥∥ f
∥∥,

故 α ∈ l 1,再根据 Tα= f 知 T 是满射.

� 题目2.5.11. 设 C0 是收敛于 0的数列全体,其上范数为 ‖·‖∞,求证: C∗
0 = l 1.

解答. 与上题证明过程相同.

� 题目2.5.12. 求证: 有限维赋范空间是自反的.

解答. 设 X 的一组基为 x1, · · · , xn . 由习题 2.4.7, 存在 f1, · · · , fn ∈ X ∗ 使得 fi (x j ) =
δi j (1 ≤ i , j ≤ n).任取 f ∈ X ∗, x =

n∑
k=1

αk xk ,有

f (x) = f

(
n∑

k=1
αk xk

)
=

n∑
k=1

αk f (xk ) =
n∑

k=1
〈 f , xk〉 fk (x),

并且由于 fk (1 ≤ k ≤ n)线性无关,这种表示是唯一的,因此 f1, · · · , fn 是 X ∗的一组基,

dimX ∗ = n = dimX .

同理可得 dimX ∗∗ = dimX ∗,从而 dimX ∗∗ = dimX ,再由 X ⊂ X ∗∗ 知 X = X ∗∗.

� 题目2.5.13. 设 X 是赋范空间, τ是 X 到 X ∗∗的自然映射,求证: R(τ)是闭的当且仅当

X 完备.

解答. 必要性: 设 {xn}是 X 中的 Cauchy列,则 {τxn}是 X ∗∗ 中的 Cauchy列. 由 X ∗∗

的完备性以及 R(τ)是闭集, τxn → τx ∈ R(τ),从而 xn → x, X 完备.

充分性: 设 τxn → x∗∗ ∈ X ∗∗, 则 {τxn} 是 X ∗∗ 中的 Cauchy 列, {xn} 是 X 中的

Cauchy列. 根据 X 的完备性, xn → x ∈ X ,也即 τxn → τx = x∗∗ ∈ R(τ),因此 R(τ)是闭

的.

� 题目2.5.14. 在 l 1 中定义算子

T : (x1, x2, · · · ) 7→ (0, x1, x2, · · · ),

求证: T ∈ L(l 1)并求 T ∗.
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解答. 由

‖T x‖ = ‖x‖, ∀x ∈ l 1

可知 T ∈ L(l 1)并且 ‖T ‖ = 1.注意到

〈T ∗ f , x〉 = 〈 f ,T x〉 =
∞∑

n=1
fn(T x)n =

∞∑
n=1

fn+1xn , ∀ f ∈ l∞ = (l 1)∗, x ∈ l 1,

故

T ∗ : l∞ → l∞, ( f1, f2, · · · ) 7→ ( f2, f3, · · · ),

也即 T ∗ 是 l∞ 上的左推移算子.

� 题目2.5.15. 在 l 2 中定义算子

T : {xn}∞1 7→
{xn

n

}∞
1

,

求证: T ∈ L(l 2)并求 T ∗.

解答. 由

‖T x‖2 =
∞∑

n=1

|xn |2
n2

≤
( ∞∑

n=1

1

n2

)( ∞∑
n=1

|xn |2
)
= ζ(2)‖x‖, ∀x ∈ l 2

可知 T ∈ L(l 2)并且 ‖T ‖ = ζ(2).注意到

(T ∗x, y) = (x,T y) =
∞∑

n=1

xn yn

n
= (T x, y), ∀x, y ∈ l 2

可得 T ∗ = T.

� 题目2.5.16. 设 X ,Y 是 Banach 空间, T 是从 X 到 Y 的线性算子, 并且 ∀g ∈ Y ∗,

g (T x) ∈ X ∗,求证: T ∈ L(X ,Y ).

解答. 定义 T ∗ : Y ∗ → X ∗, g 7→ g (T x),则

sup
x∗∗∈R(τ)
‖x∗∗‖=1

∥∥(x∗∗ ◦T ∗)g
∥∥= sup

x∈X
‖x‖=1

∥∥(T ∗g )(x)
∥∥<∞, ∀g ∈ Y ∗,
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由共鸣定理,

sup
x∗∗∈R(τ)
‖x∗∗‖=1

sup
g∈Y ∗

‖g‖=1

∥∥(x∗∗ ◦T ∗)(g )
∥∥= sup

‖g‖=1
g∈Y ∗

∥∥T ∗g
∥∥= ∥∥T ∗∥∥<∞,

故 T ∗ ∈ L(Y ∗, X ∗),从而 ‖T ‖ = ‖T ∗‖ <∞, T ∈ L(X ,Y ).

� 题目2.5.17. 设 H 是 Hilbert空间, {en}是 H 的正交规范基,求证: xn * x0 的充要条件

是

(1) ‖xn‖有界;
(2) (xn ,ek ) → (x0,ek ), ∀k ≥ 1.

解答. 必要性: 由 Banach-Steinhaus定理易得.

充分性: 由 Riesz表示定理,只需证明 (xn , x) → (x0, x)(∀x ∈ H).记 M 是 ‖xn‖的
一个上界.∀ε> 0,存在 N 使得

√ ∞∑
k=N+1

|(x,ek )|2 =
∥∥∥∥∥ ∞∑

k=N+1
(x,ek )ek

∥∥∥∥∥< ε

M +‖x0‖
.

从而

|(xn −x0, x)| ≤
∣∣∣∣∣
(

xn −x0,
N∑

k=1
(x,ek )ek

)∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
(

xn −x0,
∞∑

k=N+1
(x,ek )ek

)∣∣∣∣∣
≤

N∑
k=1

|(x,ek )| · |(xn −x0,ek )|+ (M +‖x0‖) · ε

M +‖x0‖

≤
N∑

k=1

|(x,ek )| · |(xn −x0,ek )|+ε,

在上式中令 n →∞,再由 ε的任意性可知, (xn −x0, x) → 0.

� 题目2.5.18. 设 Sn 是 Lp (Rn)到自身的算子 (1 ≤ p <∞) :

(Snu)(x) =


u(x), |x| ≤ n,

0, |x| > n,
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求证: Sn → I 但 Sn 6â I .

解答. 任取 u ∈ Lp (Rn),

‖(I −Sn)u‖p =
∫
|x|>n

|u(x)|p dx → 0,

因此 Sn → I .但

‖I −Sn‖ = sup
‖u‖=1

(∫
|x|>n

|u(x)|p dx

) 1
p ≤ 1,

对 v =χn<|x|<2n ,取 u = v
‖v‖ 带入上式,得 ‖I −Sn‖ = 1,故 Sn 6â I .

� 题目2.5.19. 设 H 是 Hilbert空间, xn * x0, yn → y0,求证: (xn , yn) → (x0, y0).

解答. 设 M 是 ‖xn‖的上界,则

∣∣(xn , yn)− (x0, y0)
∣∣≤∣∣(xn , yn − y0)

∣∣+ ∣∣(xn −x0, y0)
∣∣

≤M
∥∥yn − y0

∥∥+ ∣∣(xn −x0, y0)
∣∣,

令 n →∞即可.
� 题目2.5.20. 设 {en}是 Hilbert空间 H 中的正交规范集,求证: en * 0但 en 6→ 0.

解答. 由 Bessel 不等式, (en , x) → 0(∀x ∈ H), 再由 Riesz 表示定理, en * 0. 但 ‖en‖ =
1(∀n),故 en 6→ 0.

� 题目2.5.21. 设 H 是 Hilbert空间,求证 xn → x 的充要条件是

(1) ‖xn‖→‖x‖;
(2) xn * x.

解答. 必要性显然,只需证明充分性. 注意到

(xn −x, xn −x) = (xn , xn)−2Re(xn −x, x)− (x, x),

令 n →∞即可.
� 题目2.5.22. 求证: 赋范空间中的闭凸集是弱闭的, 即若 M 是闭凸集, {xn} ⊂ M 且

xn * x0,则 x0 ∈ M .
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解答. 若 xn * x0,由 Mazur定理,存在 {xn}的凸组合序列 {yn}强收敛与 x0,而由 M

是闭集, {yn} ⊂ M ,因此由 M 是闭集, x0 ∈ M .

� 题目2.5.23. 设 X 是自反的 Banach空间, M 是 X 中的有界闭凸集, f ∈ X ∗,求证: f 在

M 上达到最大值和最小值.

解答. 设 ‖x‖ ≤ K (∀x ∈ M),则由

∣∣ f (x)
∣∣≤ ∥∥ f

∥∥ · ‖x‖ ≤ K
∥∥ f

∥∥, ∀x ∈ M

知 f 在 M 上的上确界和下确界均是有限值. 设 xn ∈ M 使得 f (xn) → α = sup
x∈M

f (x),

由课本题目 2.5.20, {xn}有弱收敛子列 {xnk },记弱极限为 x,显然 f (x) = α.根据题目

2.5.21, x ∈ M ,因此 f 在 M 上能达到最大值,同理也能达到最小值.

� 题目2.5.24. 设 X 是自反的 Banach空间, M 是 X 中的非空闭凸集,求证:存在 x0 ∈ M

使得 ‖x0‖ = inf
x∈M

‖x‖.

解答. 记 d = inf
x∈M

‖x‖,任取 y ∈ M ,有
∥∥y

∥∥≥ d .令 N = M ∩B(0,
∥∥y

∥∥),则 N 是有界闭凸

集,并且 inf
x∈N

‖x‖ = d .取 xn ∈ N 使得 ‖xn‖→ d ,则由课本题目 2.5.20, {xn}有弱收敛子

列 {xnk },弱极限为 x0.取 f ∈ X ∗ 使得
∥∥ f

∥∥= 1且 f (x0) = ‖x0‖,则

‖x0‖ = f (x0) = lim
k→∞

f (xnk ) ≤ lim
k→∞

∥∥xnk

∥∥= d .

由题目 2.5.21, x0 ∈ N ⊂ M ,因此还有 ‖x0‖ ≥ d ,故 ‖x0‖ = d .

� 题目2.5.25. 设 X 是赋范空间,证明 X 一致凸的充要条件为: 对 ∀{xn}, {yn} ⊂ X ,

lim
n→∞‖xn‖ = lim

n→∞
∥∥yn

∥∥= 1, lim
n→∞

∥∥xn + yn
∥∥= 2 =⇒ lim

n→∞
∥∥xn − yn

∥∥= 0.

解答. 必要性: 设 {xn}, {yn} ⊂ X ,满足

lim
n→∞‖xn‖ = lim

n→∞
∥∥yn

∥∥= 1, lim
n→∞

∥∥xn + yn
∥∥= 2.
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注意到

∥∥∥∥ xn

‖xn‖
−xn

∥∥∥∥= |1−‖xn‖|→ 0,

同理有
∥∥∥ yn

‖yn‖ − yn

∥∥∥→ 0,因此

lim
n→∞

∥∥∥∥ xn

‖xn‖
+ yn∥∥yn

∥∥
∥∥∥∥= lim

n→∞
∥∥xn + yn

∥∥= 2.

任取 ε> 0, δ> 0由一致凸定义所给出. 根据上式可知存在 N > 0使得

∥∥∥∥1

2

(
xn

‖xn‖
+ yn∥∥yn

∥∥
)∥∥∥∥≥ 1−δ, ∀n > N ,

而
∥∥∥ xn
‖xn‖

∥∥∥=
∥∥∥ yn

‖yn‖
∥∥∥= 1,故必有

∥∥∥∥ xn

‖xn‖
− yn∥∥yn

∥∥
∥∥∥∥≤ ε, ∀n > N .

因此
∥∥∥ xn
‖xn‖ −

yn

‖yn‖
∥∥∥→ 0,再根据 ‖xn‖,

∥∥yn
∥∥→ 1不难得出

∥∥xn − yn
∥∥→ 0.

充分性: 同样使用反证法,反设 X 不是一致凸空间,则存在 ε0 > 0以及 {xn}, {yn} ⊂
X 满足

‖xn‖ ≤ 1,
∥∥yn

∥∥≤ 1,
∥∥xn − yn

∥∥> ε0 且
∥∥∥xn + yn

2

∥∥∥≥ 1− 1

n
,

由上式可得 ‖xn‖,
∥∥yn

∥∥→ 1,
∥∥xn + yn

∥∥→ 2但是
∥∥xn − yn

∥∥ 6→ 0,矛盾.

� 题目2.5.26. 当 p ≥ 2时,证明:

∥∥∥∥ f + g

2

∥∥∥∥p

p
+

∥∥∥∥ f − g

2

∥∥∥∥p

p
≤ 1

2

(∥∥ f
∥∥p

p +∥∥g
∥∥p

p

)
, ∀ f , g ∈ Lp .

证明. 首先证明 ap +bp ≤ (a2 +b2)
p
2 (∀a,b > 0).不妨设 b ≥ a,令 t = b

a ,只需证 x(t ) =
(1+ t 2)

p
2 − t p −1 ≥ 0(∀t ≥ 1).注意到 x ′(t ) = pt ((t 2 +1)

p
2 +1 − t p−2) ≥ 0(∀≥ 1),故 x(t ) ≥

x(1) = 2
p
2 −2 ≥ 0.
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令 a =
∣∣∣ f +g

2

∣∣∣,b =
∣∣∣ f −g

2

∣∣∣,再由 x
p
2 (x > 0)是凸函数 (p ≥ 2)可得

∣∣∣∣ f + g

2

∣∣∣∣p

+
∣∣∣∣ f − g

2

∣∣∣∣p

≤
(∣∣ f

∣∣2 + ∣∣g ∣∣2

2

) p
2

≤
∣∣ f

∣∣p + ∣∣g ∣∣p

2
,

对上式积分即可.

� 题目2.5.27. 当 1 < p < 2时,有

∥∥∥∥ f + g

2

∥∥∥∥q

p
+

∥∥∥∥ f − g

2

∥∥∥∥q

p
≤

(
1

2

∥∥ f
∥∥p

p + 1

2

∥∥g
∥∥p

p

) 1
p−1

, ∀ f , g ∈ Lp ,

其中 1
p + 1

q = 1.

解答. 注意到对 0 < x < 1,有 Taylor展式

1

2

(
(1+x)p + (1−x)p)− (1+xq )p−1

=
∞∑

n=1

(2−p)(3−p) · · · (2n −p)

(2n −1)!
x2n

1−x
2n−p
p−1

2n−p
p−1

− 1−x
2n

p−1

2n
p−1

,

而对每个给定的 x ∈ (0,1), 1−xr

r 是 (0,∞)上关于 r 的单调递减函数,因此以上级数中

每一项均非负,从而有不等式

1

2

(
(1+x)p + (1−x)p)≥ (1+xq )p−1, ∀0 < x < 1.

令 x = 1−c
1+c ,c ∈ (0,1),得

(1+ c)q + (1− c)q ≤ 2(1+ cp )q−1, ∀0 < c < 1.

从而有

|a +b|q +|a −b|q ≤ 2
(|a|p +|b|p)q−1, ∀a,b ∈R.
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注意到 0 < p
q < 1,由反向 Minkowski不等式,对任意可测函数 u, v,都有

(∫
|u|

p
q dµ

) q
p +

(∫
|v |

p
q dµ

) q
p ≤

(∫
|u + v |

p
q dµ

) q
p

,

取 u =
∣∣∣ f +g

2

∣∣∣q
, v =

∣∣∣ f −g
2

∣∣∣q
,得

(∫∣∣∣∣ f + g

2

∣∣∣∣p

dµ

) q
p

+
(∫∣∣∣∣ f − g

2

∣∣∣∣p

dµ

) q
p

≤ 1

2q

(∫(∣∣ f + g
∣∣q + ∣∣ f − g

∣∣q) p
q dµ

) q
p

,

在之前得到的不等式中取 a = f ,b = g ,结合上式可得

(∫∣∣∣∣ f + g

2

∣∣∣∣p

dµ

) q
p

+
(∫∣∣∣∣ f − g

2

∣∣∣∣p

dµ

) q
p

≤
(∫

1

2

∣∣ f
∣∣p + 1

2

∣∣g ∣∣p dµ

) q
p

,

上式即为所求.

2.6 线性算子的谱

本节中如非特别说明, X 均指复 Banach空间.

2.6.1 定义和例子
定义 2.6.1: 线性算子的谱与正则值

设 X 是复 Banach空间, T ∈ L(X ), λ ∈C.

(1) 若 λI −T 存在有界逆 (双射),则 λ称为 T 的正则值,正则值全体称作 T 的正

则集,记为 ρ(T ).此时,称 Rλ = (λI −T )−1 为 T 的预解式.

(2) 若 λ 6∈ ρ(T ),则 λ称为 T 的谱点,全体谱点称作 T 的谱集,记为 σ(T ). T 的

谱点还分为三类:

a. 若存在非零的 x ∈ X 使得 (λI −T )x = 0(即 λI −T 不是单射),则称 λ为 T

的特征值, x 称为 T 的特征向量或特征元,特征值全体称为 T 的点谱,记

为 σp (T ) (point).
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b. 若 λI −T 是单射,并且 R(λI −T ) = X ,则称 λ为 T 的连续谱点,连续谱点

全体称作连续谱,记为 σc (T ) (continuous).

c. 若 λI −T 是单射,并且 R(λI −T ) 6= X ,则称 λ为 T 的剩余谱点,剩余谱点

全体称作剩余谱,记为 σr (T ) (residual).

+ 注
根据定义显然有 C= ρ(T )∪σ(T ), σ(T ) = σp (T )∪σc (T )∪σr (T ), 这些集合都是

互不相交的.

根据线性代数知识, 有限维空间上线性算子均不存在连续谱和剩余谱, 因此这

两类谱只存在于无穷维空间中.

+ 注
以上对有界线性算子谱的分类对闭算子同样适用, 但闭算子的谱更加复杂 (例

如闭算子的谱未必是紧集), 本节不作讨论.

例 2.6.2

设 X =C [0,1], A : u(t ) 7→ t ·u(t ).则 A ∈ L(X ),并且

σ(A) =σr (A) = [0,1].

证明. 注意到

‖Au‖ ≤ ‖u‖, ∀u ∈ X ,

故 A ∈ L(X ).显然 N (λI − A) = {0}(∀λ ∈C).

若 λ ∈C\[0,1],则 ∀v ∈ X ,对于 u(t ) = v(t )
λ−t ∈C [0,1],有 (λI −A)u = v,因此 λI −A

是双射, λ ∈ ρ(A).

若 λ ∈ [0,1], 由于 N (λI − A) = {0}, λ 不是特征值. 并且当 v ∈ R(λI − A) 时,

v(λ) = 0,因此 1[0,1] 6∈ R(λI − A),故 λ ∈σr (A).
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例 2.6.3

设 X = L2[0,1], A : u(t ) → tu(t ).则 A ∈ L(X ),并且

σ(A) =σc (A) = [0,1].

证明. 注意到

‖Au‖ ≤ ‖u‖, ∀u ∈ X ,

故 A ∈ L(X ).显然 N (λI − A) = {0}(∀λ ∈C).

若 λ ∈C\[0,1],则 ∀v ∈ X ,对于 u(t ) = v(t )
λ−t ∈ L2[0,1],有 (λI −A)u = v,因此 λI −A

是双射, λ ∈ ρ(A).

若 λ ∈ [0,1],由于 N (λI − A) = {0}, λ不是特征值.并且任取 v ∈ L2[0,1],记

un(t ) =


0, λ− 1

n ≤ t ≤λ+ 1
n ,

1
λ−t , 其他.

则 un v ∈ L2[0,1]并且

‖v − (λI − A)un v‖2 =
∫λ+ 1

n

λ− 1
n

|v(t )|2dt → 0.

因此 v ∈ R(λI − A), λ ∈σc (A).

例 2.6.4

设 X = L1[0,1], T : X → X ,

(T f )(t ) = t f (t )+
∫1

t
f (s)ds, ∀ f ∈ X .

则 T ∈ L(X )并且 σp (T ) = (0,1],σc (T ) = {0},ρ(T ) =C\ [0,1].

证明. 对 f , g ∈ X ,考虑 (λI −T ) f = g ,此即

(λ− t ) f (t )−
∫1

t
f (s)ds = g (t ), t ∈ [0,1].
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若 λ ∈C\ [0,1],此时记 h(t ) = g (t )
λ−t ,则

(λ− t )( f (t )−h(t ))−
∫1

t
( f (s)−h(s))ds =

∫1

t
h(s)ds.

记 F (t ) = f (t )−h(t ),求导得

(λ− t )F ′(t ) =−h(t ), F (1) = 0.

以上常微分方程显然存在唯一解 F ,从而此时 λ ∈ ρ(T ).

若 λ ∈ [0,1],考虑

(λ− t ) f (t ) =
∫1

t
f (s)ds.

由上式可知, f 在 [0,λ)和 (λ,1]上均为光滑函数. 对上式求导可得

(λ− t ) f ′(t ) = 0 =⇒ f ′(t ) = 0, t ∈ [0,λ)∪ (λ,1].

因此 f =C1χ[0,λ) +C2χ(λ,1].由于
∫1
λ f (s)ds = 0,故 C2 = 0.

从而当 λ ∈ (0,1]时, λ ∈σp (T ),并且此时有特征向量 χ[0,λ).

当 λ= 0时,由上述讨论可知 −T 是单射. 考虑

−t f (t )−
∫1

t
f (s)ds = t−

1
2 ,

此时 f 在 (0,1]上光滑,对上式求导并整理可得

f ′(t ) = 1

2
t−

5
2 , t ∈ (0,1], f (1) =−1.

解得 f (t ) =−1
3 t−

3
2 − 2

3 6∈ L1[0,1].因此 t−
1
2 6= R(−T ),但是 t−

1
2 ∈ L1[0,1].因此 −T 不是

满射. 任取 g ∈ C∞
c [0,1],不难验证 f (t ) = − g (t )

t +∫1
t

g (s)
s2 ds ∈ L1[0,1]满足 −T f = g ,因

此 C∞
c [0,1] ⊂ R(−T ),而 C∞

c [0,1]在 L1[0,1]中稠密,因此 R(−T ) = X , 0 ∈σc (T ).
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2.6.2 算子谱的相关性质
引理 2.6.5

设 X 是复 Banach空间, T ∈ L(X ), λ ∈C.若 |λ| > ‖T ‖,则 (λI −T )−1 ∈ L(X ),并且

满足

(λI −T )−1 =
∞∑

n=0

T n

λn+1
以及

∥∥(λI −T )−1
∥∥≤ 1

|λ|−‖T ‖ .

+ 注
若 ‖T ‖ < 1, 则 (I −T )−1 ∈ L(X ) 并且满足

(I −T )−1 =
∞∑

n=0
T n 以及

∥∥(I −T )−1
∥∥≤ 1

1−‖T ‖ ,

以上级数称为 Neumann 级数.

证明. 由于 X 是 Banach空间,故 L(X )也是 Banach空间. 因此由

∞∑
n=0

‖T n‖
|λ|n+1 ≤

∞∑
n=0

‖T ‖n

|λ|n+1 = 1

|λ|−‖T ‖

知
∞∑

n=0

T n

λn+1 收敛,记其极限为 S,有 ‖S‖ ≤ 1
|λ|−‖T ‖ .注意到

S(λI −T ) = (λI −T )S =
∞∑

n=0

T n

λn
−

∞∑
n=0

T n+1

λn+1
= I ,

故 (λI −T )−1 = S ∈ L(X ).

定理 2.6.6

设 X 是复 Banach空间,则 L(X )中可逆 (双射)算子全体是 L(X )中的开集.

证明. 设 T ∈ L(X )并且满足 T −1 ∈ L(X ).则对任意的 S ∈ L(X )满足 ‖S −T ‖ < ∥∥T −1
∥∥−1

,

有

S = T
(
I −T −1(T −S)

)
,
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此时
∥∥T −1(T −S)

∥∥≤ ∥∥T −1
∥∥ ·‖T −S‖ < 1,故由上一引理, I −T −1(T −S)可逆,因此 S 也

可逆. 据此可得可逆算子全体在 L(X )中是开集.

+ 注

由上一引理还能得到 S−1 =
∞∑

n=0

(
T −1(T −S)

)n
T −1, 以及估计

∥∥S−1 −T −1
∥∥= ∥∥S−1(T −S)T −1

∥∥≤ ‖T −S‖ ·∥∥T −1
∥∥2

1−∥∥T −1(T −S)
∥∥ .

定理 2.6.7

设 X 是复 Banach空间, T ∈ L(X ).则 ρ(T )是 C中的开集.

+ 注
该定理结合引理2.6.5可知, σ(T ) 是 C 中的紧集, 并且 σ(T ) ⊂ {|λ| ≤ ‖T ‖}.

证明. 任取 λ0 ∈ ρ(T ),则

λI −T = (λ−λ0)I + (λ0I −T )

= (λ0I −T )(I + (λ−λ0)(λ0I −T )−1).

由引理2.6.5,当 |λ−λ0| <
∥∥(λ0I −T )−1

∥∥−1 时, λI −T 可逆,故 ρ(T )是开集.
引理 2.6.8: 第一预解公式

设 λ,µ ∈ ρ(A),则

Rλ+h(A)−Rλ(A) =−hRλ+h(A)Rλ(A),

其中 h =µ−λ.

证明. 对

(λI − A)− ((λ+h)I − A) =−hI

等式两侧分别左乘 Rλ+h(A),再右乘 Rλ(A)即可.
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定理 2.6.9

设 X 是复 Banach空间, T ∈ L(X ). Rλ(T )是 ρ(T )上的算子值解析函数,即满足

lim
h→0
h∈C

Rλ+h(T )−Rλ(T )

h

对 ∀λ ∈ ρ(T )均存在,并且 d
dλRλ(T ) =−Rλ(T )2.

证明. 首先注意到

‖Rλ+h(T )‖ = ∥∥(I +h(λI −T )−1)−1(λI −T )−1
∥∥

= ∥∥(I +hRλ(T ))−1Rλ(T )
∥∥

≤ ∥∥(I +hRλ(T ))−1
∥∥ · ‖Rλ(T )‖.

当 |h| < 1
2‖Rλ(T )‖ ,有 ‖−hRλ(T )‖ < 1

2 ,因此根据引理2.6.5,

‖Rλ+h‖ ≤
∥∥(I +hRλ(T ))−1

∥∥ · ‖Rλ(T )‖ ≤ ‖Rλ(T )‖
1−‖−hRλ(T )‖ ≤ 2‖Rλ(T )‖.

由第一预解公式,此时

lim
h→0
h∈C

∥∥∥∥Rλ+h(T )−Rλ(T )

h
+Rλ(T )2

∥∥∥∥= lim
h→0
h∈C

∥∥Rλ(T )2 −Rλ+h(T )Rλ(T )
∥∥

= lim
h→0
h∈C

∥∥hRλ+h(T )Rλ(T )2
∥∥≤ lim

h→0
h∈C

2|h|‖Rλ(T )‖3 = 0,

故 lim
h→0
h∈C

Rλ+h(T )−Rλ(T )

h
=−Rλ(T )2.

定理 2.6.10

对复 Banach空间 X 6= {0}的任意有界线性算子 T, σ(T ) 6=∅.



· 168 · 第二章 线性算子与线性泛函

证明. 任取 f ∈ (
L(X )

)∗,由

lim
h→0
h∈C

f (Rλ+h(T ))− f (Rλ(T ))

h
= f

 lim
h→0
h∈C

Rλ+h(T )−Rλ(T )

h


知 f (Rλ(T ))是 λ ∈ ρ(T )上的解析函数.

反设 σ(T ) =∅,即 ρ(T ) =C.此时由引理2.6.5,当 |λ| ≥ 2‖T ‖时,

‖Rλ(T )‖ =
∥∥∥∥ 1

λ

∞∑
n=0

(
T

λ

)n∥∥∥∥≤ 1

λ

∞∑
n=0

∥∥∥∥T

λ

∥∥∥∥n

= 1

|λ| ·
1

1− ‖T ‖
|λ|

≤ 1

‖T ‖ ,

再由连续性, Rλ(T )在 C上有界,因此 f (Rλ(T ))在 C上有界,由 Louville定理, f (Rλ(T ))

是常值函数,也即 f (Rλ(T )−R0(T )) = 0(∀ f ∈ (
L(X )

)∗,λ ∈C).由推论2.4.10可得 Rλ(T ) =
R0(T )(∀λ ∈C),从而

(λI −T )−1 = (−T )−1 =⇒ −T =λI −T =⇒ λI = 0, ∀λ ∈C,

与 X 6= {0}矛盾.

2.6.3 谱半径和 Gelfand定理
定义 2.6.11: 谱半径

设 X 是复 Banach空间, T ∈ L(X ),称

rσ(T )≜ max
λ∈σ(T )

|λ|

为 T 的谱半径.

+ 注
右边上确界能取到是因为 σ(T ) 是 C 中的紧集.
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定理 2.6.12: Gelfand 定理

设 X 是 Banach空间, T ∈ L(X ),则

rσ(T ) = lim
n→∞

∥∥T n
∥∥ 1

n .

第一步.

rσ(T ) ≥ limsup
n→∞

∥∥T n
∥∥ 1

n .

证明. 记 a = rσ(T ).任取 f ∈ (
L(X )

)∗,由于 a +ε ∈ ρ(T ),有

∞∑
n=0

∣∣ f (T n)
∣∣

(a +ε)n+1
<∞,

因此

sup
n≥1

∣∣∣∣ f

(
T n

(a +ε)n+1

)∣∣∣∣<∞, ∀ f ∈ (
L(X )

)∗.

由共鸣定理,存在 M 使得

‖T n‖
(a +ε)n+1

≤ M(∀n) =⇒ ∥∥T n
∥∥ 1

n ≤ M
1
n (a +ε)1+ 1

n (∀n),

取上极限再由 ε的任意性可得.

第二步.

λn ∈ ρ(T n) =⇒ λ ∈ ρ(T ).

证明. 若 λn ∈ ρ(T n),记

S = Pλ(T )(λn I −T n)−1 = (λn I −T n)Pλ(T ), Pλ(T ) =
n−1∑
k=0

λk T n−1−k .

则由 Pλ(T )(λI −T ) = (λI −T )Pλ(T ) =λn I −T n 知

S(λI −T ) = (λI −T )S = I ,

因此 S = (λI −T )−1, λ ∈ ρ(T ).
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第三步.

rσ(T ) ≤ liminf
n→∞

∥∥T n
∥∥ 1

n .

证明. 由引理2.6.5, 显然有 rσ(T ) ≤ ‖T ‖. 因此 rσ(T n) ≤ ‖T n‖. 若 λn > ‖T n‖ 1
n , |λn | >

‖T n‖,则 λn ∈ ρ(T n),由第三步, λ ∈ ρ(T ).因此

rσ(T ) ≤ ∥∥T n
∥∥ 1

n , ∀n ≥ 1,

在上式中取下极限即可.

第四步.

rσ(T ) = lim
n→∞

∥∥T n
∥∥ 1

n .

证明. 由第一步和第三步

limsup
n→∞

∥∥T n
∥∥ 1

n ≤ rσ(T ) ≤ liminf
n→∞

∥∥T n
∥∥ 1

n ,

上极限小于等于下极限,因此极限存在并且等于 rσ(T ).

2.6.4 作业

� 题目2.6.1. 设 A是闭线性算子, λ1, · · · ,λn ∈σp (A)两两互异, xi 是对应于 λi 的特征元.

求证: x1, · · · , xn 线性无关.

解答. 若
n∑

k=1
αk xk = 0,则分别左乘 I , A, A2, · · · , An−1 可得

n∑
i=1

λ
j
i (αi xi ) = 0, j = 0,1, · · · ,n −1.
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上述线性方程组的系数行列式为

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λn

... ... . . . ...

λn−1
1 λn−1

2 · · · λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由于 λ1, · · · ,λn 互异,上述行列式非零, 故 αi xi = 0(i = 1,2, · · · ,n) =⇒ α1 = ·· · = αn =
0 =⇒ x1, · · · , xn 线性无关.

� 题目2.6.2. 在双边 l 2(Z)空间 (从 −∞到∞)上,考察右推移算子

A : x 7→ Ax, (Ax)n = xn−1(∀n ∈Z).

求证: σc (A) =σ(A) =单位圆周.
解答. 显然 ‖A‖ = 1,故当 |λ| > 1时 λ ∈ ρ(A).并且

∥∥A−1
∥∥= 1, 0 < |λ| < 1时 1

λ
∈ ρ(A−1),

从而由 λI − A =−λ(λ−1I − A−1)A知此时 λ ∈ ρ(A).

当 |λ| = 1时,若 x 6= 0但 Ax =λx,设 xm 6= 0,则

xn−1 =λxn(∀n ∈Z) =⇒ xm−n =λn xm(∀n ∈Z) =⇒ ‖x‖ =∞,

矛盾. 因此 λ 不是特征值. 由于 l 2(Z) 是 Hilbert 空间, 要证明 R(λI − A) = l 2 只需证

R(λI − A)⊥ = {0}.为此,只需注意到

x ∈ R(λI − A)⊥ ⇐⇒ (x, (λI − A)y) = 0(∀y ∈ l 2(Z))

⇐⇒
∞∑

n=−∞
xn(λyn − yn−1) = 0(∀y ∈ l 2(Z))

⇐⇒
∞∑

n=−∞
(λxn −xn+1)yn = 0(∀y ∈ l 2(Z))

⇐⇒ ((λI − A−1)x, y) = 0(∀y ∈ l 2(Z))

⇐⇒ (λI − A−1)x =−λ−1
A−1(λI − A)x = 0

⇐⇒ (λI − A)x = 0 ⇐⇒ x = 0.
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� 题目2.6.3. 在 l 2 上考察左推移算子

A : (x1, x2, · · · ) 7→ (x2, x3, · · · ).

求证: σp (A) = {λ ∈C : |λ| < 1},σc (A) = {λ ∈C : |λ| = 1},并且

σ(A) =σp (A)∪σc (A).

解答. 显然 ‖A‖ = 1,故当 |λ| > 1时 λ ∈ ρ(A).

当 |λ| < 1时, xλ = (1,λ,λ2, · · · )是关于 λ的特征值,因此 λ ∈σp (A).

当 |λ| = 1时,若 Ax =λx,则

xn+1 =λxn(∀n ≥ 1) =⇒ xn =λn−1x1(∀n ≥ 1) =⇒
∞∑

n=1
|x1| <∞ =⇒ x = 0.

因此 λ不是特征值. 此外,

x ∈ R(λI − A)⊥ ⇐⇒ (x, (λI − A)y) = 0(∀y ∈ l 2)

⇐⇒
∞∑

n=1
xn(λyn − yn+1) = 0(∀y ∈ l 2)

⇐⇒
∞∑

n=1
(λxn −xn−1)yn = 0(其中x0 = 0,∀yn ∈ l 2),

在上式中令 yn = λxn − xn−1(∀n ≥ 1), 则 λxn = xn−1(∀n ≥ 1), 从而 xn = λ
1−n

x1, 由

‖x‖2 =
∞∑

n=1
|x1|知 x = 0,从而 R(λI − A)⊥ = {0}, R(λI − A) = l 2, λ ∈σc (A).
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3.1 紧算子的定义和基本性质
定义 3.1.1: 紧算子

设 X ,Y 是 Banach 空间, A 是从 X 到 Y 的线性算子. 若 A(B1) 在 Y 中是紧集

(B1 是 X 中的单位球),则称 A 是紧算子.从 X 到 Y 的紧算子全体记作 C(X ,Y ),

当 X = Y 时,记作 C(X ).

命题 3.1.2: 紧算子等价定义

设 X ,Y 是 Banach空间, A为从 X 到 Y 的线性算子. 则以下三点等价:

(1) A ∈C(X ,Y );

(2) ∀有界集 B ⊂ X , A(B)在 Y 中是紧集;

(3) ∀有界点列 {xn} ⊂ X , {Axn} ⊂ Y 有收敛子列.

证明. (1) =⇒ (2): 设 ‖x‖ ≤ r (∀x ∈ B), 则 A(B) ⊂ A(r B) = r A(B). 由 A(B) 是紧集可知,

A(B)是列紧的,从而 R A(B)也是列紧的, A(B)是列紧的,从而 A(B)是自列紧的, 也

即 A(B)是紧集.

(2)=⇒ (3): 取 B = {xn},则由 A(B)紧知 A(B)列紧,即 {Axn}有收敛子列.

(3) =⇒ (1): 任取 {xn} ⊂ B1, {xn} 有界, 从而有收敛子列, 故 A(B1) 是列紧的, 即

A(B1)是紧集.
例 3.1.3

有限维赋范空间到其本身的线性算子都是紧算子,因为此时 A(B1)是有界闭集,

而有限维赋范空间中有界闭集和紧集等价.

173
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例 3.1.4

设 Ω是 Rn 中的紧集, K ⊂C (Ω×Ω),取 X = Y =C (Ω).若记

T : u 7→
∫
Ω

K (x, y)u(y)dy, ∀u ∈C (Ω),

则 T ∈C(X ).

证明. 记 B = {u ∈C (Ω) : ‖u‖ ≤ 1}只需证 T B 在 C (Ω)中列紧. 记 M = sup
x,y∈Ω

∣∣K (x, y)
∣∣<

∞,注意到

sup
x∈Ω

∣∣∣∣∫
Ω

K (x, y)u(y)dy

∣∣∣∣≤ M ·m(Ω)‖u‖ ≤ M ·m(Ω), ∀u ∈ B ,

因此 T B 是一致有界的. 任取 ε> 0,存在 δ> 0使得

∣∣K (x1, y)−K (x2, y)
∣∣≤ ε

m(Ω)
, ∀|x1 −x2| ≤ δ, x1, x2, y ∈Ω.

从而对 ∀|x1 −x2| ≤ δ, x1, x2 ∈Ω,有

∣∣∣∣∫
Ω

K (x1, y)u(y)dy −
∫
Ω

K (x2, y)u(y)dy

∣∣∣∣≤ ε

m(Ω)
·m(Ω) · ‖u‖ ≤ ε, ∀u ∈ B ,

因此 T B 还是等度连续的. 由 Arzela-Ascoli定理, T B 列紧.
定理 3.1.5: 紧算子的性质

设 X ,Y , Z 是 Banach空间.

(1) C(X ,Y ) ⊂ L(X ,Y ).

(2) A,B ∈C(X ,Y ),α,β ∈K =⇒ αA+βB ∈C(X ,Y ).

(3) C(X ,Y )在 L(X ,Y )中闭.

(4) 设 A ∈C(X ,Y ), X0 是 X 的闭线性子空间,则 A
∣∣

X0
∈C(X0,Y ).

(5) 若 A ∈C(X ,Y ),则 R(A)可分.

(6) 若 A ∈ L(X ,Y ),B ∈ L(Y , Z ),且 A和 B 中有一个是紧算子,则 B A ∈C(X , Z ).

(7) 若 X 是无穷维 Banach空间, A ∈C(X ),则 A没有有界逆.
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证明. (1)由有界线性算子将有界集映到有界集,紧算子将有界集映到列紧集,并且列

紧集有界得到.

(2)只需注意到列紧集 E1,E2 的线性组合 αE1 +βE2 还是列紧集.

(3)设 {An} ⊂C(X ,Y ), A ∈ L(X ,Y )且 An â A.由于 Y 是 Banach空间,要证 A(B1)

是紧集,只需证 A(B1)完全有界. 任取 ε> 0,存在 n使得 ‖A− An‖ < ε
2 .取 An(B1)的 ε

2

网 y1, · · · , ym .当 x ∈ B1 时,存在 k 使得
∥∥An x − ym

∥∥< ε
2 .再由

‖Ax − An x‖ ≤ ‖A− An‖ < ε

2

知 ∥∥Ax − ym
∥∥≤ ‖Ax − An x‖+∥∥An x − yk

∥∥< ε

2
+ ε

2
= ε.

故 y1, · · · , ym 是 A(B1)的有穷 ε网, A(B1)完全有界.

(4)注意到 A(B1 ∩X0) ⊂ A(B1),因此由后者列紧,前者也列紧.

(5)由于 A(B1)是列紧的,故是完全有界的,从而由定理1.3.12(完全有界集可分)

知 A(B1)可分. 再根据

R(A) =
∞⋃

n=1
n A(B1)

得 R(A)可分.

(6)由有界线性算子将有界集映为有界集,将列紧集映为列紧集,并且紧算子将

有界集映到列紧集得到.

(7)反设 A 存在有界逆,则由 A(B1)是列紧的, B1 = A−1 A(B1)也是列紧的,但无

穷维空间中的单位球不可能列紧,矛盾.
例 3.1.6

设 Ω 是 Rn 中的紧集, K (x, y) 是 Ω 上的二元函数, 在 x 6= y 时连续, 并且存在

α ∈ [0,n)和 M > 0使得

∣∣K (x, y)
∣∣≤ M

∣∣x − y
∣∣−α, ∀x, y ∈Ω, x 6= y.
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则

T : u 7→
∫
Ω

K (x, y)u(y)dy, ∀u ∈C (Ω)

是良定义的线性算子,并且 T ∈C(X ),其中 X =C (Ω).

证明. 首先证明 T 良定义, 即例子中的积分有意义. 为此, 只需注意到对任意的

u ∈C (Ω), x ∈Ω,都有

∫
Ω

∣∣K (x, y)u(y)
∣∣dy ≤M‖u‖

∫
Ω

∣∣x − y
∣∣−αdy ≤ M‖u‖

∫
B(x,r )

∣∣x − y
∣∣−αdy

=M‖u‖
∫r

0

∫
∂B(x,ρ)

∣∣x − y
∣∣−αdS(y)dρ

=M‖u‖
∫r

0
m(∂B(0,1))ρn−1−αdρ

=M‖u‖r n−αm(∂B(0,1))

n −α
<∞,

其中 r = diam(Ω) := sup
x,y∈Ω

∣∣x − y
∣∣.由上式也不难得出 T ∈ L(X ).

记 km(t ) = (2mt−1)χ[ 1
2m , 1

m ](t )+χ( 1
m ,∞)(t ),m ≥ 1.记 Km(x, y) = km(

∣∣x − y
∣∣)K (x, y)

(x, y ∈Ω),则 Km ∈C (Ω×Ω).定义

Tm : u 7→
∫
Ω

Km(x, y)u(y)dy, u ∈C (Ω),

则由例3.1.4, Tm ∈C(X ).给定 u ∈C (Ω)满足 ‖u‖ = 1,任取 x ∈Ω,有

|Tu(x)−Tmu(x)| =
∣∣∣∣∫

Ω
(K (x, y)−Km(x, y))u(y)dy

∣∣∣∣
=

∫
Ω∩B(x, 1

m )

(
1−km(

∣∣x − y
∣∣))∣∣K (x, y)u(y)

∣∣dy ≤
∫

B(x, 1
m )

∣∣K (x, y)
∣∣dy

≤M
∫

B(x, 1
m )

∣∣x − y
∣∣−αdy = M ·m(∂B(0,1))

n −α

(
1

m

)n−α
→ 0, m →∞,

从而 ‖T −Tm‖→ 0,由上一定理, C(X )在 L(X )中闭可知 T ∈C(X ).
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命题 3.1.7

设 X ,Y 是 Banach空间.若 A ∈ C(X ,Y ),则只要 xn * x,就有 Axn → Ax . 若 X

还是自反的,则反之也成立.

证明. 若 A ∈C(X ,Y ),反设 A不是全连续算子,也即存在 xn * x,满足对子列有 (不妨

设还是 {xn})

‖Axn − Ax‖ ≥ ε0 > 0, ∀n ≥ 1.

由于 {xn}弱收敛,故有界. 再由 A 是紧算子,存在子列 {xnk }使得 Axnk → y ∈ Y .注意

到

〈y∗, Axn − Ax〉 = 〈A∗y∗, xn −x〉→ 0, ∀y∗ ∈ Y ∗,

从而 Axn * Ax.由于还有 Ank → y,故 y = Ax 且 Axnk → Ax,矛盾.

若 X 还是自反的, A 满足只要 xn * x , 就有 Axn → Ax . 则由 Eberlein-Smulian

定理 (定理2.5.31)知单位球 B1 是弱列紧的,再由 A的条件知 A将弱列紧集映为列紧

集, A(B1)是列紧的,从而 A ∈C(X ,Y ).

定理 3.1.8
T ∈C(X ,Y ) ⇐⇒ T ∗ ∈C(Y ∗, X ∗).

证明. 必要性: 记 Y ∗中的单位球为U∗
1 .将U∗

1 看作 C (T B1)的子集 (由 T ∈C(X ,Y )知

T B1 是紧集).注意到

∥∥y∗∥∥
C (T B1) = sup

y∈T B1

∣∣y∗(y)
∣∣≤ sup

y∈T B1

∥∥y∗∥∥ · ‖T ‖ ≤ ‖T ‖, ∀y∗ ∈U∗
1 ,

以及对 ∀y∗ ∈U∗
1 , y1, y2 ∈ T B1,都有

∥∥y∗(y1)− y∗(y2)
∥∥≤ ∥∥y∗∥∥ ·∥∥y1 − y2

∥∥≤ ∥∥y1 − y2
∥∥,

故 U∗
1 一致有界且等度连续, 由 Arzela-Ascoli 定理, U∗

1 在 C (T B1) 中列紧. 从而任取
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{y∗
n } ⊂U∗

1 ,存在子列 {y∗
nk

}和 y∗ ∈U∗
1 使得

∥∥T ∗ynk −T ∗y
∥∥= sup

‖x‖≤1

∣∣〈T ∗y∗
nk

−T ∗y∗, x〉∣∣= sup
‖x‖≤1

∣∣〈y∗
nk

− y∗,T x〉∣∣
= sup

y∈T B1

∣∣〈y∗
nk

− y∗, y〉∣∣≤ ∥∥y∗
nk

− y∗∥∥
C (T B1)

→ 0.

从而 T ∗U∗
1 列紧.

充分性: 根据必要性, 若 T ∗ ∈ C(Y ∗, X ∗), 则 T ∗∗ ∈ C(X ∗∗,Y ∗∗). 记 τ 为 X 到

X ∗∗ 的自然映射. 由于 X 是 Banach 空间, 因此 τ(X ) 是 X ∗∗ 的闭子空间, 从而 S =
T ∗∗∣∣

τ(X ) ∈C(τ(X ),Y ),因此 T = S ◦τ ∈C(X ,Y ).

定义 3.1.9: 有穷秩算子

设 T ∈ L(X ,Y ).若 R(T )是有限维的,则称 T 是有穷秩算子. 有穷秩算子全体记

作 F (X ,Y ).

+ 注
由于有界线性算子将有界集映为有界集, 而有限维空间的有界集就是列紧集,

因此有 F (X ,Y ) ⊂C(X ,Y ).

定理 3.1.10: 紧算子的逼近

设 X 是无穷维可分 Hilbert空间, {en}是完备标准正交系, T ∈C(X ).记

SN x :=
N∑

n=1
(x,en)en , x ∈ X ,

则 SN T ∈ F (X )并且 ‖T −SN T ‖→ 0,从而 F (X ) =C(X ).

证明. 给定 T ∈C(X )和 ε> 0.由于 T (B1)是紧集,存在有穷 ε
3 网 {y1, · · · , ym}.又由 {en}

是完备标准正交系,存在 N0 > 0使得对任意的 N > N1 都有

∥∥y j −SN y j
∥∥< ε

3
, j = 1,2, · · · ,m.

故对任意的 ‖x‖ = 1, 存在 y j 使得
∥∥T x − y j

∥∥ < ε
3 , 因此结合以上不等式以及 ‖SN‖ ≤
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1(由 Bessel不等式可得),有

‖T x − (SN T )x‖ ≤ ∥∥T x − y j
∥∥+∥∥y j −SN y j

∥∥+∥∥SN (y j −T x)
∥∥

≤∥∥T x − y j
∥∥+∥∥y j −SN y j

∥∥+∥∥y j −T x
∥∥< ε

3
+ ε

3
+ ε

3
= ε, ∀N > N0,

上式即 ‖T −SN T ‖ < ε,因此 ‖T −SN T ‖→ 0.

例 3.1.11

设 Ω是 Rn 中的紧集, K ∈ L2(Ω×Ω).则

T : u 7→
∫
Ω

K (x, y)u(y)dy, u ∈ L2(Ω)

是 X := L2(Ω)上良定义的线性算子,并且 T ∈C(X ).

解答. 由

‖Tu‖ =
(∫

Ω

∣∣∣∣∫
Ω

K (x, y)u(y)dy

∣∣∣∣2

dx

) 1
2

≤
(∫

Ω

(∫
Ω

∣∣K (x, y)
∣∣2dy

)(∫
Ω

∣∣u(y)
∣∣2dy

)
dx

) 1
2 = ‖K ‖L2(Ω×Ω) · ‖u‖

知 T 是良定义的,并且 T ∈ L(X ).由于 X 是可分 Hilbert空间,存在 X 的完备标准正

交系 {ek }.则 {ek (x)el (y)}是 L2(Ω×Ω)的完备标准正交系,因为首先,

∥∥ek (x)el (y)
∥∥

L2(Ω×Ω) =
∫
Ω

∫
Ω

∣∣ek (x)el (y)
∣∣dxdy = ‖ek‖ ·‖el‖ = 1.

其次,对 k 6= i , l 6= j ,有

(
ek (x)el (y),ei (x)e j (y)

)
L2(Ω×Ω) =

∫
Ω

∫
Ω

ek (x)el (y)ei (x)e j (y)dxdy = (ek ,ei )(el ,e j ) = 0.

最后,若 f (·, ·) ∈ L2(Ω×Ω)并且 ( f ,ek (x)el (y))L2(Ω) = 0(∀k, l ≥ 1),则

( f ,ek (x)el (y))L2(Ω) =
∫
Ω

(∫
Ω

f (x, y)ek (x)dx

)
el (y)dy = ( fk ,el ) = 0, ∀k, l ≥ 1,
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其中 fk (y) := ∫
Ω f (x, y)ek (x)dx ∈ X . 由于 {ek } 是 X 的完备正交系, 故上式可得 fk ≡

0(∀k ≥ 1).若记 fy (x) := f (x, y),则 fk (y) = ( fy ,ek ) = 0(∀k ≥ 1),从而 fy ≡ 0(∀y ∈Ω),故

f ≡ 0.

综合以上三点可知, {ek (x)el (y)} 是 L2(Ω×Ω) 中的完备标准正交系. 从而存在

数列 {αkl }使得在 L2 范数意义下

K =
∞∑

k,l=1
αkl ek el .

记

Km =
m∑

k,l=1
αkl ek el ,

并与题中类似定义 Tm ,则 Tm ∈ F (X ),并且对任意的 u ∈ X ),有

‖Tmu −Tu‖ =
(∫

Ω

∣∣∣∣∫
Ω

(K (x, y)−Km(x, y))u(y)dy

∣∣∣∣2

dx

) 1
2

≤ ‖K −Km‖L2(Ω×Ω) · ‖u‖→ 0,

因此 ‖Tm −T ‖→ 0, T ∈C(X ).

3.2 Riesz-Fredholm理论
定理 3.2.1

设 X 是 Banach空间. 若 T ∈ L(X ),则 σ(T ) =σ(T ∗).

证明. 只需证明 ρ(T ) = ρ(T ∗).

若 λ ∈ ρ(T ),则 λI −T 是双射. 根据 Banach逆算子定理,只需证明 λI∗−T ∗ 是

双射,就有 λ ∈ ρ(T ∗).设 (λI∗−T ∗)x∗ = 0,则 ∀x ∈ X ,

〈(λI∗−T ∗)x∗, (λI −T )−1x〉 = 〈x∗, (λI −T )(λI −T )−1x〉 = 〈x∗, x〉 = 0,

故 x∗ = 0, λI −T ∗ 是单射. 任取 y∗ ∈ X ∗,取 x∗ = (λI −T )−1 y∗,则 ∀x ∈ X ,

〈(λI∗−T ∗)∗x∗, x〉 = 〈x∗, (λI −T )x〉 = 〈y∗, (λI −T )−1(λI −T )x〉 = 〈y∗, x〉,
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故 (λI∗−T ∗)x∗ = y∗, λI∗−T ∗ 是满射. 因此 ρ(T ) ⊂ ρ(T ∗).

若 λ ∈ ρ(T ∗),则由于 ρ(T ∗) ⊂ ρ(T ∗∗), λI∗∗−T ∗∗ 是双射,从而 λI −T = (λI∗∗−
T ∗∗)◦τ是双射,其中 τ是 X 到 X ∗∗ 的自然映射.故 ρ(T ∗) ⊂ ρ(T ).

定理 3.2.2

设 X 是 Banach空间. 若 A ∈C(X ),则 T = I − A是闭值域算子 (即 R(T )是闭的).

证明. 令

T̃ : X /N (T ) → R(T ), x +N (T ) → T x.

则 T̃ 是线性双射. 下面证明 T̃ −1 ∈ L(R(T ), X /N (T )). 反设 T̃ −1 不是连续的, 则存在

{xn}使得

‖T xn‖ < 1

n
但 ‖xn +N (T )‖ ≥ ε0 > 0, ∀n ≥ 1.

令 yn +N (T ) = xn+N (T )
‖xn+N (T )‖ ,则

∥∥yn +N (T )
∥∥ = 1且 T yn → 0.不妨设

∥∥yn
∥∥ < 2,则由于 A

是紧算子,存在子列 {ynk }使得 Aynk → z ∈ X .再由 T yn = yn − Ayn → 0可得 ynk → z.

而 T yn+k → 0,因此 Tz = 0 =⇒ z ∈ N (T ),故

∥∥ynk +N (T )
∥∥= ∥∥ynk − z +N (T )

∥∥≤ ∥∥ynk − z
∥∥→ 0,

与
∥∥ynk +N (T )

∥∥= 1矛盾.因此 T̃ −1 是连续线性算子.

由于 T̃ 是单射闭算子,故 T̃ −1 是闭算子,而 T̃ −1 也是连续线性算子,故定义域

R(T )为闭集.
定理 3.2.3

设 X 是 Banach空间. 若 A ∈C(X ),T = I − A, N (T ) = {0},则 R(T ) = X .

证明. 反设 R(T ) 6= X ,则存在 x0 6∈ R(T ).记 X0 = X , Xk = T (Xk−1)(k ≥ 1).由于 T 是单

射,故 T k−1x0 6∈ Xk ,从而

X0 ⫌ X1 ⫌ X2 ⫌ · · · .

由 Riesz引理 (引理1.5.11),存在 yk ∈ Xk 使得

∥∥yk
∥∥= 1 且 ρ(yk , Xk+1) ≥ 1

2
, ∀k ≥ 1.
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注意到 T yn + yn+p −T yn+p ∈ Xk+1,故

∥∥Ayn − Ayn+p
∥∥= ∥∥yn − (T yn + yn+p −T yn+p )

∥∥≥ 1

2
, ∀n, p ≥ 1,

从而 {Ayn}没有收敛子列,与 A是紧算子矛盾.
引理 3.2.4

设 X 是 Banach 空间. 若 T ∈ L(X ), 则 R(T ) = N (T ∗)⊥ = {x ∈ X : f (x) = 0,∀ f ∈
N (T ∗)}.

证明. 设 T x ∈ R(T ), 则 ∀ f ∈ N (T ∗), f (T x) = (T ∗ f )x = 0, 故 R(T ) ⊂ N (T ∗)⊥. 再由

N (T ∗)⊥ 是闭集, R(T ) ⊂ N (T ∗)⊥.

设 R(T ) 6= N (T ∗)⊥,取 x0 ∈ N (T ∗)\R(T ),由 Hahn-Banach定理,存在 f ∈ X ∗使得

f (x0) > 0, f (T x) = 0, ∀x ∈ X .

由于 (T ∗ f )x = f (T x) = 0(∀x ∈ X ), 故 T ∗ f = 0 =⇒ f ∈ N (T ∗). 再由 x0 ∈ N (T ∗)⊥, 有

f (x0) = 0,矛盾.
定理 3.2.5: Riesz-Fredholm 定理

设 X 是 Banach空间, A ∈C(X ),T = I − A,则

(1) dimN (T ) = dimN (T ∗) <∞.

(2) R(T ) = N (T ∗)⊥ = {x ∈ X : f (x) = 0,∀ f ∈ N (T ∗)},

R(T ∗) = ⊥N (T ) = { f ∈ X ∗ : f (x) = 0,∀x ∈ N (T )}.

证明. (1)的证明分为四步.

第一步.若 A ∈C(X ),T = I − A,则

dimN (T ) <∞ 且 dimN (T ∗) <∞.

从而 N (T ) = span{xi }n
1 , N (T ∗) = span{ f j }m

1 .

证明. 注意到

N (T )∩B1 = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1且x = Ax} ⊂ A(B1),
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因此由 A是紧算子, A(B1)列紧,从而 N (T )∩B1列紧,而其本身是闭集,故 N (T )中的

单位球 N (T )∩B1 是紧集, N (T )是有限维空间.

由定理3.1.8, A∗ 也是紧算子,从而同理可得 N (T ∗)是有限维空间.

第二步. 对第一步中的 x1, · · · , xn ,存在 X 的闭线性子空间 X1 使得

X = span{xk }n
1 ⊕X1.

证明. 由题目 2.4.7,存在 g1, · · · , gn ∈ X ∗使得 fi (x j ) = δi j (1 ≤ i , j ≤ n).令 X0 =
n⋂

i=1
N (gi )

为闭线性子空间,满足 x j 6∈ X0( j = 1, · · · ,n),并且

x −
n∑

i=1
gi (x)xi ∈ X1, ∀x ∈ X ,

从而 X = span{xk }n
1 ⊕X1.

第三步.对第一步中的 f1, · · · , fm ∈ X ∗,存在 y1, · · · , ym ∈ X \ R(T )使得

fi (y j ) = δi j , i , j = 1,2, · · · ,m.

证明. 记 F (x) = ( f1(x), · · · , fn(x))T : X →Kn ,首先证 F 是满射. 考虑在 Kn 上考虑内积

(x, y) = xT y.由于 f1, · · · , fn 线性无关,注意到

y ⊥ F (X ) ⇐⇒ yT F (x) = 0(∀x ∈ X ) ⇐⇒
n∑

k=1
yk fk (x) = 0(∀x ∈ X )

⇐⇒
n∑

k=1
yk fk = 0 ⇐⇒ y1 = ·· · = yn = 0 ⇐⇒ y = 0,

其中 y = (y1, · · · , yn)T .因此 F (X )⊥ = {0},由于 F (X )必为有限维线性空间,此即 F (X ) =
Kn .

由于 F 是满射, 因此存在 yk 使得 F (yk ) = ek (1 ≤ k ≤ m), 此时 y1, · · · , ym ∈ X

满足 fi (y j ) = δi j (i , j = 1, · · · ,m). 若某个 yk ∈ R(T ), 即存在 zk 使得 Tzk = yk , 由于

fk ∈ N (T ∗),故 fk (yk ) = fk (Tzk ) = (T ∗ fk )(zk ) = 0,矛盾. 因此 y1, · · · , ym ∈ X \ R(T ).

第四步. dimN (T ) = dimN (T ∗).
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证明. 需要证明对第一步中的m和 n相等. 首先,假设 n < m.由第二步和第三步,考

虑映射

T̃ : X = N (T )⊕X1 → span{yk }n
1 ⊕R(T ),

n∑
i=1

λi xi + y 7→
n∑

i=1
λi yi +T y.

不难证明 I − T̃ 是紧算子,并且 T̃ 是单射,故由定理3.2.3可知 R(T̃ ) = X ,但 ym 6∈ R(T̃ ),

矛盾.因此 dimN (T ) ≥ dimN (T ∗).

同样可以得到 dimN (T ∗) ≥ dimN (T ∗∗),而 dimN (T ∗∗) ≥ dimN (T ),联立以上不

等式可得.

(2) R(T ) = N (T ∗)⊥ 由引理3.2.4和定理3.2.2得到.

由 (1) 的第四步可知, dimN (T ∗∗) = dimN (T ), 而 N (T ) ⊂ N (T ∗∗), 故 N (T ) =
N (T ∗∗).从而

R(T ∗) = N (T ∗∗)⊥ = ⊥N (T ),

以上涉及 X 和 X ∗∗ 时在等距同构意义下讨论.

3.2.1 作业

� 题目3.2.1. 设 X 是 Banach 空间, A ∈ C(X ), T = I − A 是单射. 若 R(T ) á X , 证明

R(T 2) á R(T ).

3.3 Riesz-Schauder理论
定理 3.3.1

设 X 是 Banach空间, A ∈C(X ),则

(1) σ(A)要么是有限集,要么是只以 0为聚点的可数集. 此外, σ(A)\{0} =σp (A)\

{0},并且当 dimX =∞时, 0 ∈σ(A).

(2) A 和 A∗ 对应于同一个特征值的特征向量构成的子空间具有相同的有限维

数.

(3) A和 A∗ 对应于不同特征值的特征向量正交.
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证明. (1)首先证明 σ(A) \ {0} =σp (A) \ {0}.若 λ 6= 0且 λ 6∈σp (A),则 λI − A 为单射.由

定理3.2.3, λI − A也是满射,从而 λ ∈ ρ(A).

接着证明当 dimX = ∞ 时, 0 ∈ σ(A). 反设 0 6∈ σ(A), 则 A−1 ∈ L(X ), 从而 I =
A A−1 ∈C(X ),从而 I (B(0,1)) = B(0,1)是紧集,与 X 是无穷维的矛盾.

最后证明 σ(A)要么有限,要么可数且以 0为聚点. 由于 σ(A) \ {0}σp (A) \ {0},故

只需对 σp (A)证明该论断.

设 λn ∈σp (A) \ {0}且 λn → λ 6= 0.取 xn 为 λn 的单位特征元,由课本习题 2.6.2,

{xn}∞1 线性无关. 记 En = span{xk }n
1 ,由 Riesz引理,存在 yn+1 ∈ En+1 使得

∥∥yn+1
∥∥= 1 且 ρ(yn+1,En) ≥ 1

2
, ∀n ≥ 1.

由于 λn →λ 6= 0,故
{

yn
λn

}
有界,根据 A是紧算子,

{
Ayn
λn

}
有收敛子列. 但注意到

yn+p + Ayn

λn
− Ayn+p

λn+p
∈ En+p+1,

因此

∥∥∥∥ Ayn+p

λn+p
− Ayn

λn

∥∥∥∥=
∥∥∥∥yn+p −

(
yn+p + Ayn

λn
− Ayn+p

λn+p

)∥∥∥∥≥ ρ(yn+p ,En+p ) ≥ 1

2
,

矛盾.

故如果 σp (T )有无穷多个元素,则由于它是 C中的有界集,故至少有一个聚点,

由上一段论述可知该聚点只能是 0.

(2)即 Riesz-Fredholm定理 (定理3.2.5)的 (2).

(3)设 x 是 T 对应于特征值 λ的特征向量, x∗是 T ∗对应于特征值 λ′的特征向

量,并且 λ 6=λ′.则

λ〈x∗, x〉 = 〈x∗,λx〉 = 〈x∗,T x〉 = 〈T ∗x∗, x〉 =λ′〈x∗, x〉,

故 (λ−λ′)〈x∗, x〉 = 0,从而 〈x∗, x〉 = 0.
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3.4 Hilbert-Schmidt定理
引理 3.4.1

设 H 是 Hilbert空间, A ∈ L(H)并且 A是自伴算子,则

sup
‖x‖=1

|(Ax, x)| = ‖A‖.

+ 注
若 T 是 Hilbert 空间 H 上的有界自伴算子, 并且 (T h,h) = 0(∀h ∈ H), 则 T = 0.

设 H 是复 Hilbert 空间, T ∈ L(H). 若 (T h,h) = 0(∀h ∈ H), 则 T = 0(因为复

Hilbert 空间上 (T h,h) ∈R(∀h ∈ H) 可以推出 T 自伴).

证明. 记 c = sup
‖x‖=1

|(Ax, x)|,显然有 c ≤ ‖A‖.另一方面,注意到对 ∀‖x‖ = ∥∥y
∥∥= 1,有

Re(Ax, y) =1

4

(
(A(x + y), x + y)− (A(x − y), x − y)

)
≤c

4
(
∥∥x + y

∥∥2 +∥∥x − y
∥∥2) ≤ c,

并且 sup
‖x‖=‖y‖=1

Re(Ax, y) = ‖A‖,因此 ‖A‖ ≤ c.

例 3.4.2

由上一引理可知,

(1) sup
‖ f ‖L2[0,1]=1

∣∣∣∫1
0 x f (x)dx

∣∣∣= sup
‖ f ‖L2[0,1]=1

∣∣(x, f )L2[0,1]

∣∣= ‖x‖L2[0,1].

(2) sup
‖ f ‖L2[0,1]=1

∣∣∣∫1
0 x f 2(x)dx

∣∣∣ = sup
‖ f ‖L2[0,1]=1

∣∣(T f , f )L2[0,1]

∣∣ = ‖T ‖, 其中 (T f )(x) :=

x f (x).

定理 3.4.3

若 A是对称紧算子,则必有 x0 ∈ H ,‖x0‖ = 1,使得

(Ax0, x0) = sup
‖x‖=1

(Ax, x),



3.4 HILBERT-SCHMIDT 定理 · 187 ·

并且满足

Ax0 =λx0,

其中 λ= (Ax0, x0).

+ 注
由该定理, ‖A‖ ∈σp (A) 和 −‖A‖ ∈σp (A) 至少有一个成立.

若令 A 7→ −A, 则将定理中的 sup 改为 inf 同样成立, 因此存在 ‖x0‖ = 1 使得

|(Ax0, x0)| = sup
‖x‖=1

|(Ax, x)| = ‖A‖.

证明. 不妨设 A 6= 0,因为 A = 0时定理显然成立.

记 λ= sup
‖x‖=1

(Ax, x).取 ‖xn‖ = 1使得 (Axn , xn) →λ.由于 ‖xn‖ = 1,因此存在子列

{xnk }弱收敛于 x0 ∈ H .再由 A是紧算子, Axnk → Ax0,从而 (Axnk , xnk ) → (Ax0, x0) =λ.

下面证明 ‖x0‖ = 1. 由于 H 上的单位闭球是弱自列紧的, 因此 ‖x0‖ ≤ 1. 若

‖x0‖ < 1,则

λ= (Ax0, x0) ≤λ‖x0‖2 <λ,

矛盾.

最后证明 Ax0 =λx0.令

φx(t ) = (A(x0 + t x), x0 + t x)

(x0 + t x, x0 + t x)
, ∀t ∈R.

由于 (Ax0, x) = sup
‖x‖=1

(Ax, x),因此

φ′
x(0) = 2

(
Re(Ax0, x)− (Ax0, x0)Re(x0, x)

)
= 0, ∀x ∈ H .

此即

Re(Ax0 −λx0, x), ∀x ∈ H ,

因此 Ax0 =λx0.
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定理 3.4.4: Hilbert-Schmidt 定理

若 A 是 Hilbert 空间 H 上的对称紧算子, 则至多有可数个非零的, 只可能以 0

为聚点的实数 λi ,它们是算子 A 的特征值.并对应一组完备标准正交系 ei ,使

得

x =∑
(x,ei )ei ,

Ax =∑
λ(x,ei )ei .

证明. ∀λ ∈σp (A) \ {0},记 N (λI − A)的完备标准正交系为

{e(λ)
i }m(λ)

1 , m(λ)≜ dimN (λI − A) <∞,

其中 m(λ) <∞由 Riesz-Fredholm定理可知. 此外,若 0 ∈σp (A),则记 N (A)的完备标

准正交系为 {e(0)
i },否则令 {e(0)

i } =∅.记

{ei }≜ {e(0)
i }∪ ⋃

λ∈σp (A)\{0}
{e(λ)

i }m(λ)
1 .

再令 M ≜ span{ei }.

还需证明 M = H .若不然,则 M⊥ 6= {0}.记 ≜ A
∣∣

M⊥ ,由定义, Ã没有特征值,但上

一定理说明 A必然有特征值,矛盾.

若将 A的特征值按照正负排列起来,则可以记作

λ−
1 ≤λ−

2 ≤ ·· · < 0 ≤ ·· · ≤λ+
2 ≤λ+

1 .

定理 3.4.5: 极小极大刻画

设 A是 Hilbert空间 H 上的对称紧算子,对应有特征值

λ−
1 ≤λ−

2 ≤ ·· · < 0 ≤ ·· · ≤λ+
2 ≤λ+

1 ,
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则

λ+
n = inf

En−1
sup

x∈E⊥
n−1

(Ax, x)

(x, x)
,λ−

n = sup
En−1

inf
x∈E⊥

n−1

(Ax, x)

(x, x)
,

其中 En−1 是 H 的任意 n −1维闭线性子空间.

证明. 只需证关于 λ+
n 的等式 (令 A 7→ −A 即可得到 λ−

n 的等式). 记 λ+
n 的等式右端为

µn .

首先证明 λ+
n ≤µn . ∀En−1,取非零的 xn ∈ span{e+

k }n
1 使得 xn ⊥ En−1,则

sup
x⊥En−1,x 6=0

(Ax, x)

(x, x)
≥ (Axn , xn)

(xn , xn)
=

n∑
j=1

λ+
j

∣∣∣a+
j

∣∣∣2

n∑
j=1

∣∣∣a+
j

∣∣∣2
≥λ+

n ,

从而 λ+
n ≤µn .

接下来证明 λ+
n ≥µn .事实上,若取 En−1 = span{e+

k }n−1
1 ,则

λ+
n = sup

x⊥En−1,x 6=0

(Ax, x)

(x, x)
,

因此 λ+
n ≥µn .

推论 3.4.6

若 Hilbert空间 H 上的两个对称紧算子 A,B 满足

(Ax, x) ≤ (B x, x), ∀x ∈ H ,

则

λ+
j (A) ≤λ+

j (B) ( j = 1,2, · · · ).

证明. 由上一定理立即得到.
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4.1 广义函数的概念

4.1.1 磨光算子及其逼近
定义 4.1.1

设 Ω⊂Rn , u 是 Ω上的函数,称

suppu := {x ∈Ω : u(x) 6= 0}

为 u 的关于 Ω 的支集. 对整数 0 ≤ k ≤ ∞, C k
0 (Ω) 表示支集在 Ω 内紧的全体

C k (Ω)函数所组成的集合.

+ 注
显然有 C∞

0 (Ω) ⊂ ·· · ⊂C 2
0 (Ω) ⊂C 1

0 (Ω) ⊂C 0
0 (Ω).

下面的例子表明 C∞
0 (Ω)是非空的.

例 4.1.2

记

j (x) :=


C exp

(
− 1

1−|x|2
)
, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1,

其中 C 是使得
∫
Rn j (x)dx = 1的常数. 则 supp j = B(0,1)并且 j ∈C∞

0 (Rn).

对 δ > 0, 记 jδ(x) = δ−n j (δ−1x), 则 jδ ∈ C∞
0 (Rn), supp jδ = B(0,δ) 并且

190
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∫
Rn jδ(x)dx = 1.

定理 4.1.3

设 Ω是 Rn 中的开集, u 是 Ω上的可积函数并且在 Ω的一个紧子集 K 外恒为

0.则对充分小的 δ> 0,函数

uδ(x) :=
∫
Ω

u(y) jδ(x − y)dy

是 C∞
0 (Ω)的函数.

证明. 记 Kδ := {x ∈ Rn : d(x,K ) ≤ δ},便有当 δ足够小时, Kδ ⊂Ω并且 uδ(x) = 0(∀x 6∈
Kδ).而

∂αuδ(x) =
∫
Ω

u(y)∂α jδ(x − y)dy, ∀x ∈ Kδ.

这是因为,对指标 α0 = (1,0, · · · ,0),

∂α0 uδ(x) = lim
h→0

∫
Ω

jδ(x +he1 − y)− jδ(x − y)

h
·u(y)dy

= lim
h→0

∫
Ω
∂α0 jδ(x +θhe1 − y)u(y)dy,

其中 θ = θ(x, y) ∈ (0,1),e1 = (1,0, · · · ,0) ∈ Rn .利用 jδ 的连续可微性,存在常数 Mα0 使

得 ∣∣∂α0 jδ(z)
∣∣≤ Mα0 , ∀z ∈Rn .

再应用 Lebesgue控制收敛定理,即得

∂α0 uδ(x) =
∫
Ω

lim
h→0

∂α0 jδ(x +θhe1 − y)u(y)dy

=
∫
Ω
∂α0 jδ(x − y)u(y)dy.

逐次应用上述步骤可得 ∂αuδ 的表达式对任意指标 α均成立.
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定理 4.1.4

设 Ω 是 Rn 中的开集. 若 u ∈ C k
0 (Ω), 则 lim

δ→0
‖uδ−u‖C k (Ω) = 0, 其中 ‖u‖C k (Ω) :=

max
|α|≤k,x∈Ω

|∂αu(x)|.

证明. 把 u(x) 定义延拓到全空间 Rn 中, 在 Ω 外补充为 0, 对 ∀α = (α1, · · · ,αn), 当

|α| ≤ k 时,有

∂αuδ(x) =
∫
Rn

u(y)∂αx jδ(x − y)dy = (−1)|α|
∫
Rn

u(y)∂αy jδ(x − y)dy

=
∫
Rn

∂αy u(y) jδ(x − y)dy =
∫
Rn

∂αu(x −δy) j (y)dy,

从而 ∣∣∂αuδ(x)−∂α(x)
∣∣≤∫

Rn

∣∣∂αu(x −δy)−∂α(x)
∣∣ j (y)dy.

注意到 j (y) = 0(∀∣∣y
∣∣≥ 1),而 ∂αu(z)在

(suppu)1 := {
x ∈Rn : d(x, suppu) ≤ 1

}
上一致连续. 故对 ∀ε> 0,存在 0 < δ0 < 1

2 ,当 0 < δ< δ0 时,

∣∣∂αu(x −δy)−∂αu(x)
∣∣< ε, ∀x ∈Rn ,

∣∣y
∣∣≤ 1,

所以有

sup
x∈Rn

∣∣∂αuδ(x)−∂αu(x)
∣∣< ε

∫
Rn

j (y)dy = ε.

故 lim
δ→0

‖uδ−u‖C k (Ω) = 0.

定理 4.1.5

设 1 ≤ p <∞, Ω是 Rn 中的有界开集, u ∈ Lp (Ω).若在 Ω外补充定义 u = 0,并记

uδ(x) :=
∫

Rn
u(y) jδ(x − y)dy =

∫
Rn

u(x − y) jδ(y)dy, x ∈Rn ,
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则 uδ ∈C∞
0 (Rn),并且 lim

δ→0
‖u −uδ‖Lp (Ω) = 0.

证明.

方法一. 由于 Ω 有界, u ∈ Lp (Ω) ⊂ L1(Ω), 故在定理4.1.3中取 Ω = Rn ,K = Ω 可得

uδ ∈C∞
0 (Rn).

给定 ε > 0,存在 v ∈ C 0
0 (Rn)使得 ‖u − v‖Lp (Rn ) < ε

3 .由 v 的连续性,存在 δ0 > 0

使得 ∣∣v(x)− v(x − y)
∣∣< ε

3|Ω| 1
p

, ∀x ∈Rn ,
∣∣y

∣∣≤ δ0.

故对 0 < δ< δ0,有

∫
Ω
|u(x)−uδ(x)|p dx =

∫
Ω

∣∣∣∣∫
Rn

(u(x − y)−u(x)) jδ(y)dy

∣∣∣∣p

dx

≤
∫
Ω

(∫
Rn

∣∣u(x − y)−u(x)
∣∣ jδ(y)

1
p · jδ(y)

1
p′ dy

)
dx

≤
∫
Ω

(∫
Rn

(∣∣u(x − y)−u(x)
∣∣ jδ(y)

1
p

)p
dy

) 1
p

(∫
Rn

(
jδ(y)

1
p′

)p ′

dy

) 1
p′

p

dx

=
∫
Ω

∫
Rn

∣∣u(x − y)−u(x)
∣∣p jδ(y)dydx

≤3p−1
∫
Ω

∫
Rn

(|u(x)− v(x)|p + ∣∣v(x)− v(x − y)
∣∣p + ∣∣v(x − y)−u(x − y)

∣∣p)
jδ(y)dydx

≤3p−1
(
2
∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− v(x)|p jδ(y)dydx +
∫
Ω

∫
Rn

∣∣v(x)− v(x − y)
∣∣p jδ(y)dydx

)
≤3p−1

(
2
∫
Rn

|u(x)− v(x)|p dx +
∫
Ω

∫
Rn

(
ε

3|Ω| 1
p

)p

jδ(y)dydx

)

<3p−1
(
2 ·

(ε
3

)p
+

(ε
3

)p)
= εp ,

其中 p ′ 满足 1
p + 1

p ′ = 1(当 p = 1时第二三行可以略去),第三行使用了 Holder不等式,

第五行使用了不等式 (a+b+c)p ≤ 3p−1(ap+bp+cp ). 故 ‖u −uδ‖Lp (Ω) < ε(∀0 < δ< δ0),

从而 lim
δ→0

‖u −uδ‖Lp (Ω) = 0.

接下来证明 uδ 几乎处处收敛于 u.
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方法二. 首先证明当 δ→ 0时, uδ 几乎处处收敛于 u.注意到

|u(x)−uδ(x)| ≤
∫
Rn

∣∣u(x)−u(x − y)
∣∣ jδ(y)dy

=δ−n
∫

B(x,δ)
|u(x)−u(z)| j

(x − z

δ

)
dz

≤∥∥ j
∥∥

C (B(0,1))|B(0,1)| · 1

|B(x,δ)|
∫

B(x,δ)
|u(x)−u(z)|dz,

由 Lebesgue微分定理 (附录A.9 )知,上式几乎处处趋于 0.

下面证明 ‖uδ‖Lp (Rn ) ≤ ‖u‖Lp (Rn ). 若 p = 1, 则显然成立. 若 1 < p < ∞, 则由

Holder不等式,

‖uδ‖p
Lp (Rn ) ≤

∫
Rn

(∫
Rn

∣∣u(x − y)
∣∣ jδ(y)

1
p · j

1
p′
δ

(y)dy

)p

dx

≤
∫
Rn

(∫
Rn

∣∣u(x − y)
∣∣p jδ(y)dy

)(∫
Rn

jδ(y)dy

) p
p′

dx

≤
∫
Rn

jδ(y)
∫
Rn

∣∣u(x − y)
∣∣p dxdy =

∫
Rn

|u(x)|p dx.

其中 p ′ 满足 1
p + 1

p ′ = 1.因此 ‖uδ‖Lp (Rn ) ≤ ‖u‖Lp (Rn ) = ‖u‖Lp (Ω),从而 uδ ∈ Lp (Ω).再由

Lebesgue控制收敛定理以及 uδ → u a.e.知 ‖u −uδ‖Lp (Ω) → 0.

+ 注
由方法二的证明过程, 实际上在定理条件下还有 uδ → u a.e.

定理 4.1.6

设 u 是 Rn 中的局部可积函数 (在任意紧集上积分有限),则 uδ ∈C∞(Rn).

(1) 若 u ∈C0(Rn),则在 uδ 在 Rn 上一致收敛于 C0(Rn).

(2) 设 1 ≤ p <∞.若 u ∈ Lp (Rn),则 ‖uδ−u‖Lp (Rn ) → 0.

证明. 结合前两个定理不难得出.



4.1 广义函数的概念 · 195 ·

4.1.2 基本空间和广义函数
定义 4.1.7: 空间 D(Ω)

设 Ω 是 Rn 中的开集, 记 D(Ω) := C∞
0 (Ω), 在其中定义收敛如下: 设 {φ j }∞0 ⊂

D(Ω),若

(1) 存在包含于 Ω的紧集 K 使得 suppφ j ⊂ K (∀ j ≥ 1).

(2) 对任意的 α= (α1, · · · ,αn),当 j →∞时,有

max
x∈K

∣∣∂αφ j (x)−∂αφ0(x)
∣∣→ 0.

则称 {φ j }收敛于 φ0,记作 φ j →φ0.

+ 注
对 D(Ω)中的收敛不存在一个与之相容的范数,甚至不存在与之相容的度量空

间, 因此 D(Ω) 不是赋范空间, 也不是度量空间.

引理 4.1.8: D(Ω) 的序列完备性

若 {φ j }满足

(1) 存在包含于 Ω的紧集 K 使得 suppφ j ⊂ K .

(2) ∀ε> 0,α= (α1, · · · ,αn),存在 N > 0使得

max
x∈K

∣∣∂αφk −∂αφl (x)
∣∣< ε, ∀k, l > N .

则存在 φ ∈D(Ω)使得 φ j →φ.

证明. 留作习题.
定义 4.1.9: 广义函数

D(Ω) 上的线性连续泛函称为广义函数或分布, 其全体称作 D ′(Ω). 也即 f ∈
D ′(Ω)满足

(1) 线性性: 〈 f ,λ1φ1 +λ2φ2〉 =λ1〈 f ,φ1〉+λ2〈 f ,φ2〉(∀λ1,λ2 ∈K,φ1,φ2 ∈D(Ω).

(2) 连续性: 若 {φ j } ⊂D(Ω)满足 φ j →φ,则有 〈 f ,φ j 〉→ 〈 f ,φ〉.
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例 4.1.10: 局部可积函数

对 f ∈ L1
loc(Ω)(Ω上局部可积函数,即 f 在任意包含于 Ω的紧集上积分有限),依

〈 f ,φ〉 :=
∫
Ω

f φdx, φ ∈D(Ω)

定义的 f 是广义函数.

证明. 线性性显然,下证连续性. 设 φ j → 0,则存在紧集 K ⊂Ω使得 suppφ j ⊂ K (∀ j )

并且 max
K

∣∣φ j
∣∣→ 0.故 ∣∣〈 f ,φ j 〉

∣∣≤ (∫
K

∣∣ f
∣∣dx

)
max

K

∣∣φ j
∣∣→ 0,

由于 f 是线性的,此即 f 连续.

+ 注
上述的局部可积函数 f 与广义函数 f 是一一对应的, 因为 f1 ≡ f2 当且仅当∫
Ω f1φdx =∫

Ω f2φdx(∀φ ∈D(Ω)).

例 4.1.11: Dirac 函数

对 φ ∈D(Ω),定义 〈δ,φ〉 =φ(0),则显然有 δ ∈D ′(Ω).

对 α= (α1, · · · ,αn),定义 〈δ(α),φ〉 = (−1)|α|∂αφ(0)(φ ∈D(Ω)),则 δ(α) ∈D ′(Ω).

定理 4.1.12: 广义函数等价条件

f ∈D ′(Ω)的充要条件为: 对任意紧集 K ⊂Ω,存在常数 C > 0和非负整数 m 使

得 ∣∣〈 f ,φ〉∣∣≤C · sup
x∈K
|α|≤m

∣∣∂αφ(x)
∣∣, ∀φ ∈D(Ω),suppφ⊂ K .

证明. 必要性: 反设存在紧集 K ⊂Ω, {φ j } ⊂D(Ω)并且 suppφm ⊂ K (∀m ≥ 1),满足

sup
x∈K ,|α|≤m

∣∣∂αφm(x)
∣∣< 1

m

∣∣〈 f ,φm〉∣∣, ∀m ≥ 1.

由 f 的线性性, 不妨设
∣∣〈 f ,φm〉∣∣ = 1(∀m ≥ 1). 则由以上不等式可得 φm → 0, 而 f ∈

D ′(Ω),故 〈 f ,φm〉→ 0,矛盾.
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充分性: 设紧集 K ⊂Ω, {φ j } ⊂D(Ω)并且 suppφ j ⊂ K (∀ j ).取与 K 对应的常数

C > 0和非负整数 m,如果 φ j → 0,则根据收敛的定义,

sup
x∈K ,|α|≤m

∣∣∂αφ j (x)
∣∣→ 0,

再由定理中不等式易得 〈 f ,φ j 〉→ 0.从而 f ∈D ′(Ω).

定义 4.1.13: D(Ω) 上的 ∗ 弱收敛
设 { f j } ⊂D ′(Ω),若 〈 f j ,φ〉→ 〈 f ,φ〉(∀φ ∈D(Ω),则称 f j ∗弱收敛于 f ,简称 f j 收

敛于 f ,记作 f j → f .

例 4.1.14

设 x0 ∈Ω,对 φ ∈D(Ω),定义 〈δx0 ,φ〉 :=φ(x0).则 jε(·−x0) → δx0 .

证明. 任取 φ ∈D(Ω),则

∣∣〈 jε(·−x0),φ〉−〈δx0 ,φ〉∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

jε(x −x0)φ(x)dx −φ(x0)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ω

jε(x −x0)
(
φ(x)−φ(x0)

)
dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

jε(x −x0)
∣∣φ(x)−φ(x0)

∣∣dx

≤ sup
x∈K ,|α|=1

∣∣∂αφ(x)
∣∣ · sup

x,y∈Ω

∣∣x − y
∣∣ ·∫

Ω
jε(x −x0)dx

=diamΩ · sup
x∈K ,|α|=1

∣∣∂αφ(x)
∣∣→ 0,

其中 diamΩ := sup
x,y∈Ω

∣∣x − y
∣∣.

例 4.1.15

取 Ω=R,记 f j (x) = sin j x
πx ( j ≥ 1),则 f j → δ.

证明. 留作习题.



· 198 · 第四章 广义函数与 SOBOLEV 空间

定理 4.1.16: 广义函数的正则化

设 T ∈D ′(Rn),则 Tε(y) := 〈T, jε(y −·)〉是 Rn 上的 C∞ 函数,并且 Tε → T.

证明. 由 T 的连续性,当 h → 0时,

Tε(y +he1)−Tε(y)

h
=

〈
T,

jε(y −·+he1)− jε(y −·)
h

〉
→〈T,∂e1 jε(y −·)〉.

反复应用上式可得 Tε ∈C∞(Rn).任取 φ ∈D(Ω),则由积分的连续性,

∣∣〈T −Tε,φ〉∣∣= ∣∣∣∣〈T,φ〉−
∫
Rn
〈T, jε(y −·)〉φ(y)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣〈T,φ〉−
〈

T,
∫
Rn

jε(y −·)φ(y)dy

〉∣∣∣∣= ∣∣〈T,φ〉−〈T,φε〉
∣∣→ 0,

上式趋于 0是因为由定理4.1.4知, φε →φ.

定义 4.1.17: 广义函数的导数

设 T ∈D ′(Ω),定义

〈∂αT,φ〉 := (−1)|α|〈T,∂αφ〉, φ ∈D(Ω).

则 ∂αT ∈D ′(Ω).

+ 注
不难验证广义导数 ∂α 与求导次序无关, 该证明留作习题.

例 4.1.18: Heaviside 函数

记 H(x) =


1, x > 0,

0, x ≤ 0,
则 〈H ′,φ〉 = −〈H ,φ′〉 = −∫∞

0 φ′dx = φ(0) = 〈δ,φ〉(∀φ ∈

D(R)),故 H ′ = δ.

4.1.3 作业

� 题目4.1.1. 若 {φ j }满足
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(1) 存在包含于 Ω的紧集 K 使得 suppφ j ⊂ K .

(2) ∀ε> 0,α= (α1, · · · ,αn),存在 N > 0使得

max
x∈K

∣∣∂αφk −∂αφl (x)
∣∣< ε, ∀k, l > N .

证明: 存在 φ ∈D(Ω)使得 φ j →φ.

解答. 由题目,对任意给定的 m ≥ 0, {φ j }是空间 C m(K )中的 Cauchy列,依其中的范

数收敛于 φ,该函数与 m 无关,因为 φ(x) = lim
j→∞

φ j (x)极限唯一. 而 C m(K )中的范数

为 ∥∥ψ∥∥
m := max

x∈K ,|α|≤m

∣∣∂αψ j
∣∣,

由范数定义不难看出,在 D(Ω)中 φ j →φ.

� 题目4.1.2. 取 Ω=R,记 f j (x) = sin j x
πx ( j ≥ 1),证明 f j → δ.

解答.

〈 f j −δ,φ〉 = 1

π

∫∞

−∞
φ(x)−φ(0)

x
sin j xdx → 0, ∀φ ∈D(R),

上式趋于 0是因为
∫∞
−∞

sin j x
πx dx = 1, φ在 0处可导,以及 Riemann-Lebesgue引理,因此

f j → δ.

� 题目4.1.3. 证明广义导数与求导次序无关.

解答. 设 T ∈D ′(Ω),φ ∈D(Ω),则有

〈∂α∂βT,φ〉 = (−1)|α|〈∂βT,∂αφ〉
=(−1)|α+β|〈T,∂β∂αφ〉 = (−1)|α+β|〈T,∂α∂βφ〉
=(−1)|β|〈∂αT,∂βφ〉 = 〈∂β∂αT,φ〉.
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4.2 速降函数与 Fourier变换
定义 4.2.1: Schwartz 空间 (速降函数)

若 φ ∈C∞(Rn)并且 ∀α,β,

lim
|x|→∞

xα∂βφ(x) = 0,

其中 xα = xα1
1 · · ·xαn

n . 则称 φ 是一个速降函数, 全体速降函数组成的空间称

为Schwartz空间,记作S (Rn).

在S (Rn)中规定收敛如下: 设 {φ j } ⊂S (Rn),若 ∀α,β,都有

sup
x∈Rn

∣∣∣xα∂β(φ j −φ0)
∣∣∣→ 0,

则称 φ j →φ0.

定义 4.2.2: 缓增分布

称S (Rn)上的连续线性泛函为缓增分布,缓增分布全体记作S (Rn).

引理 4.2.3: Schwartz 空间等价条件

设 φ ∈C∞(Rn),则以下三点等价:

(1) φ ∈S (Rn);

(2) ∀α,β, sup
x∈Rn

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣<∞;

(3) 对任意指标 β和非负整数 k, sup
x∈Rn

(1+|x|2)k
∣∣∂βφ(x)

∣∣<∞.

证明. (1)=⇒ (2): 由极限的有界性可得.
(2)=⇒ (3): 只需注意到 (1+|x|2)k 也是关于 x 的多项式即可.

(3)=⇒ (1): ∀α,β,取 k = |α|+1,则存在常数 C > 0使得

(1+|x|2)|α|+1
∣∣∣∂βφ(x)

∣∣∣≤C , ∀x ∈Rn .

则 ∣∣∣xα∂βφ(x)
∣∣∣≤ |x||α| ·

∣∣∣∂βφ(x)
∣∣∣≤ (1+|x|2)|α| ·

∣∣∣∂βφ(x)
∣∣∣≤ C

1+|x|2 ,
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当 |x|→∞时,上式右端趋于 0,故左端也趋于 0.

定理 4.2.4

对 f ∈S (Rn),记 ∥∥ f
∥∥

N = sup
x∈Rn ,|α|≤N ,|β|≤N

∣∣∣xα∂β f (x)
∣∣∣.

对 f , g ∈S (Rn),又记

ρ( f , g ) =
∞∑

N=1

1

2N
·

∥∥ f − g
∥∥

N

1+∥∥ f − g
∥∥

N

.

则 S (Rn) 关于 ρ 构成一个完备度量空间, 并且关于 ρ 的收敛于以上定义的

S (Rn)中的收敛一致.

证明. ρ 显然是一个度量. 下面证明关于 ρ 收敛与 S (Rn) 中定义的收敛一致. 若

ρ( f j , f ) → 0,则对每个 N ,

1

2N
·

∥∥ f j − f
∥∥

N

1+∥∥ f j − f
∥∥

N

≤ ρ( f j , f ) → 0,

从而
∥∥ f j − f

∥∥
N → 0,从而 f j → f .反之,若 f j → f ,则任取 ε> 0,存在 N0 使得

∞∑
N=N0+1

1

2N
< ε

2
.

又由于 f j → f ,故对每个 N = 1,2, · · · , N0,存在 J 使得

∥∥ f j − f
∥∥

N < ε

2
, ∀ j > J .

从而对任意的 j > J ,有

ρ( f j , f ) ≤
N0∑

N=1

1

2N
·

∥∥ f j − f
∥∥

N

1+∥∥ f j − f
∥∥

N

+
∞∑

N=N0+1

1

2N

≤
N0∑

N=1

1

2N

∥∥ f j − f
∥∥

N + ε

2
≤

N0∑
N=1

1

2N
· ε

2
+ ε

2
≤ ε,
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因此 ρ( f j , f ) → 0.

最后证明S (Rn)关于度量 ρ完备. 若 { f j }是 Cauchy列,则

∥∥ f j − fi
∥∥

C N (Rn ) ≤
∥∥ f j − fi

∥∥
N ≤ 2Nρ( f j , fi ),

从而 { f j }也是 C N (Rn)中的 Cauchy列,依其中的范数收敛到 f ∈C N (Rn).而根据极限

的唯一性不难验证此 f 与 N 无关,故实际上 f ∈C∞(Rn).容易验证此时有 f ∈S (Rn)

并且 ρ( f j , f ) → 0.

定义 4.2.5: Fourier 变换

设 f ∈S (Rn),定义 f 的Fourier变换为

f̂ (ξ) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)e−i x·ξdx.

上式也记作F : f 7→ f̂ .

定理 4.2.6: Fourier 变换的性质

设 f , g ∈S (Rn), x0 ∈Rn ,λ> 0,则

(1)
(

f (x −x0)
)̂
(ξ) = e−i x0·ξ f̂ (ξ);

(2)
(
e i x0·x f (x)

)̂
(ξ) = f̂ (ξ−x0);

(3) ( f ∗ g )̂(ξ) = f̂ (ξ)ĝ (ξ),其中 ( f ∗ g )(x) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn f (x − y)g (y)dy ;

(4)
(

f ( x
λ

)
)̂
(ξ) =λn f̂ (λξ);

(5) (∂α f )̂(ξ) = (iξ)α f̂ (ξ);

(6) ∂α f̂ 存在并且 (xα f )̂(ξ) = i |α|∂α f̂ (ξ).

证明. (1)

(
f (x −x0)

)̂
(ξ) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x −x0)e−i x·ξdx = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)e−i (x+x0)·ξdx

= e−i x0·ξ · 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)e−i x·ξdx = e−i x0·ξ f̂ (ξ).
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(2)

(
e i x0·x f (x)

)̂
(ξ) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

e i x0·x f (x) ·e−i x·ξdx

= 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)e−i x·(ξ−x0)dx = f̂ (ξ−x0).

(3)

( f ∗ g )̂(ξ) = 1

(2π)
n
2

( f ∗ g )(x)e−i x·ξdx = 1

(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f (x − y)g (y)e−i x·ξdydx

= 1

(2π)n

∫
Rn

g (y)
∫
Rn

f (x − y)e−i x·ξdxdy = 1

(2π)n

∫
Rn

g (y)
∫
Rn

f (x)e−i (x+y)·ξdxdy

=
(

1

(2π)
n
2

∫
Rn

g (y)e−i y ·ξdy

)(
1

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)e−i x·ξdx

)
= f̂ (ξ)ĝ (ξ).

(4)

(
f (

x

λ
)
)̂
(ξ) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f (
x

λ
)e−i x·ξdx

= λn

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)e−iλx·ξdx =λn f̂ (λξ).

(5)

(∂α f )̂(ξ) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

∂α f (x)e−i x·ξdx = (−1)|α|

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)∂αe−i x·ξdx

= (−1)|α|

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)(−iξ)αe−i x·ξdx = (iξ)α

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)e−i x·ξdx = (iξ)α f̂ (ξ).

(6)

(xα f )̂(ξ) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

xα f (x)e−i x·ξdx = i |α|

(2π)
n
2

∫
Rn

f (x)∂αξ e−i x·ξdx

= i |α|

(2π)
n
2
∂αξ

∫
Rn

f (x)e−i x·ξdx = i |α|∂α f̂ (ξ).
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引理 4.2.7

Fourier变换是将S (Rn)映到S (Rn)的连续映射.

证明. 首先证明任意速降函数 g 的 Fourier变换 ĝ 是有界的. 为此,只需注意到

∣∣ĝ (ξ)
∣∣≤ 1

(2π)
n
2

∫
Rn

∣∣g (x)
∣∣dx ≤ 1

(2π)
n
2

∫
Rn

C

(1+|x|2)n
dx <∞.

设 f ∈S (Rn),下面证明 f̂ ∈S (Rn).由 Fourier变换的性质 (6), f̂ ∈C∞(Rn),结合

性质 (5)(6)可知,

ξαDβ f̂ (ξ) = ξαi−|β|(xβ f )̂(ξ) = i−(|α|+|β|)(iξ)α(xβ f )̂(ξ) = i−(|α|+|β|)(∂αxβ f )̂ξ,

注意到上式右端是常数乘一个速降函数的 Fourier 变换, 必是有界的. 从而 f̂ ∈
S (Rn).

最后证明 Fourier变换是连续的,也即如果 f j → f ,则 f̂ j → f̂ .设 f j → f ,则

∫
Rn

∣∣ f j (x)− f (x)
∣∣dx ≤

∫
Rn

1

(1+|x|2)n
dx · sup

x∈Rn
(1+|x|2)n

∣∣ f j (x)− f (x)
∣∣→ 0.

从而 sup
ξ∈Rn

∣∣ f̂ j (ξ)− f̂ (ξ)
∣∣≤∫

Rn

∣∣ f j − f
∣∣dx → 0.注意到还有

ξαDβ f̂ (ξ) = i−(|α|+|β|)(∂αxβ f )̂(ξ),

以及 ∂αxβ f j → ∂αxβ f ,因此同理可得

sup
ξ∈Rn

∣∣∣ξαDβ( f j (ξ)− f (ξ))
∣∣∣→ 0,

从而 f̂ j → f̂ .
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引理 4.2.8

若记 ψ(x) = e− |x|2
2 ,则 ψ ∈S (Rn), ψ̂=ψ,并且

ψ(0) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

ψ̂(ξ)dξ.

证明. 显然有 ψ ∈S (Rn).记 ϕ(t ) = e− t2

2 ,则不难验证 ϕ和 ϕ′ 均满足微分方程

y ′+x y = 0.

因此 ϕ̂
ϕ 为常数. 由于 ϕ(0) = 1并且

ϕ̂(0) = 1p
2π

∫
R
ϕ(t )dt = 1p

2π

∫∞

−∞
e− t2

2 dt = 1,

故 ϕ̂=ϕ.注意到

ψ(x) =ϕ(x1) · · ·ϕ(xn), x ∈Rn ,

故作 Fourier变换可得

ψ̂(ξ) =
∫
Rn

ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)e−i x·ξdx = ϕ̂(ξ1) · · · ϕ̂(ξn), ξ ∈Rn .

故 ψ̂=ψ.最后,由 ψ̂=ψ以及

ψ̂(0) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

ψ(x)dx

容易得到引理中的等式.
定理 4.2.9: 反演公式

设 f ∈S (Rn),则

f (x) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f̂ (ξ)e i x·ξdξ, ∀x ∈Rn .
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证明. 对任意的 f , g ∈S (Rn),有

1

(2π)
n
2

∫
Rn

f̂ (x)g (x)dx = 1

(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

f (y)g (x)e−i x·y dxdy = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f (y)ĝ (y)dy.

在上式中取 f (x) =ψ( x
λ ),λ> 0,则由 Fourier变换的性质 (4)可得

1

(2π)
n
2

∫
Rn

ψ
( y

λ

)
ĝ (y)dy = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

g (x)λnψ̂(λx)dx = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

g
( x

λ

)
ϕ̂(x)dx.

当 λ → ∞ 时, g ( x
λ

) → g (0), ψ( y
λ

) → ψ(0), 故由 Lebesgue 控制收敛定理, 在上式用令

λ→∞可得
g (0)

1

(2π)
n
2

∫
Rn

ψ(x)dx =ψ(0)
1

(2π)
n
2

∫
Rn

ĝ (y)dy.

由上一引理,上式即 g (0) = (2π)−
n
2
∫
Rn ĝ (y)dy.最后令 g (·) = f (·+x),则由 Fourier变换

的性质 (1),

f (x) = g (0) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

ĝ (y)dy = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f̂ (y)e i x·y dy,

上式即为所求.
定理 4.2.10

若记 F : φ 7→ φ̂是 Fourier变换,则它是将 S (Rn)映到其本身的线性连续双射,

并且F−1 也是连续的.

证明. 根据引理4.2.7,F 是将S (Rn)映射到本身的线性连续映射. 由反演公式容易验

证,F 2 f (x) = f (−x)( f ∈S (Rn)),从而F 4 = I .因此F 是双射,并且逆映射F−1 =F 3

也是连续的.
定理 4.2.11: Parseval 等式

对 f , g ∈S (Rn),有 ∫
Rn

f (x)g (x)dx =
∫
Rn

f̂ (y)ĝ (y)dy.

证明. 由反演公式,

∫
Rn

f (x)g (x)dy = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

g (x)
∫
Rn

f̂ (y)e i x·y dydx
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= 1

(2π)
n
2

∫
Rn

f̂ (y)
∫
Rn

g (x)e i x·y dxdy =
∫
Rn

f̂ (y)ĝ (y)dy,

得证.
定义 4.2.12: S ′(Rn) 上的 Fourier 变换

对 T ∈S ′(Rn),定义它的Fourier变换F [T ] ∈S ′(Rn)为

〈F [T ],φ〉 = 〈T,Fφ〉, ∀φ ∈S (Rn).

+ 注
由于 F 是 S (Rn) 到其本身的同构, 故如上定义的 F [T ] 的确是缓增分布, 并

且不难证明如上定义的 Fourier 变换在 T 是一个速降函数时, 与速降函数的

Fourier 变换的定义一致.

定义 4.2.13: 分布的乘积和平移

设 T ∈S ′(Rn), f ∈C∞(Rn), x0 ∈Rn ,定义

〈τx0 T,φ〉 := 〈T,φ(x +x0)〉, 〈 f T,φ〉 := 〈T, f φ〉, ∀φ ∈S ′(Rn).

+ 注
当 f ∈ Lloc (Rn) 时, 〈τx0 f ,φ〉 =∫

Rn f (x)φ(x +x0)dx =∫
Rn f (x −x0)φ(x)dx = 〈 f (x −

x0),φ〉(∀φ ∈S (Rn), 因此该平移的定义与一般函数的平移一致.

定理 4.2.14: S ′(Rn) 上的 Fourier 变换的性质

设 T ∈S (Rn), x0 ∈Rn ,λ> 0,α是任意指标,则

(1) F [τx0 T ] = e−i x0·xF [T ];

(2) F [e i x0·xT ] = τx0F [T ];

(3) F [∂αT ] = (i x)αF [T ];

(4) F [xαT ] = i |α|∂αF [T ].

证明. 对 φ ∈S (Rn),有

(1) 〈F [τx0 T ],φ〉 = 〈T,φ̂(x +x0)〉 = 〈T,
(
e−i x0·xφ

)̂〉 = 〈e−i x0·xF [T ],φ〉;
(2) 〈F [e i x0·xT ],φ〉 = 〈T,e i x0·xφ̂〉 = 〈T,

(
φ(x +x0)

)̂〉 = 〈τx0F [T ],φ〉;
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(3) 〈F [∂αT ],φ〉 = (−1)|α|〈T,∂αφ̂〉 = (−1)|α|〈T,
(
i−|α|xαφ

)̂〉 = 〈(i x)αF [T ],φ〉;
(4) 〈F [xαT ],φ〉 = 〈xαφ̂〉 = 〈T, i−|α|

(
∂αφ

)̂〉 = 〈i |α|∂αF [T ],φ〉.
定理 4.2.15

F 是将S ′(Rn)映到其本身的线性连续双射,并且F−1 也是连续的.

证明. 首先证明F 是连续的,若 {Tm} ⊂S ′(Rn), Tm → T0,则对 ∀φS (Rn)

〈F [Tm],φ〉 = 〈Tm ,φ̂〉→ 〈T0,φ̂〉 = 〈F [T0],φ〉,

故F [Tm] →F [T0], F 连续.

接下来证明F 是双射. 对 T ∈S ′(Rn)和 φ ∈S (Rn),有

〈F 4[T ],φ〉 = 〈T,F 4φ〉 = 〈T,φ〉,

故F 4 = I , F 是双射,并且F−1 =F 3 也连续.
例 4.2.16

F [δ] = (2π)−
n
2 , F [1] = (2π)

n
2 δ.

证明. 对 ∀φ ∈S (Rn),有

〈F [δ],φ〉 = 〈δ,Fφ〉 =Fφ(0) = 1

(2π)
n
2

∫
Rn

φ(x)dx =
〈

1

(2π)
n
2

,φ

〉
,

〈F [1],φ〉 =
∫
Rn

φ̂(x)dx = (2π)
n
2 φ(0) = 〈(2π)

n
2 δ,φ〉,

故F [δ] = (2π)−
n
2 , F [1] = (2π)

n
2 δ.

4.3 Sobolev空间

在本节中,如非特别说明, Ω均指 Rn 中的开集.
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定义 4.3.1: 非负整数阶 Sobolev 空间

设 Ω是 Rn 中的开集, m 是非负整数, 1 ≤ p ≤∞.定义

W m,p (Ω) := {
u ∈D ′(Ω) : ∂αu ∈ Lp (Ω),∀|α| ≤ m

}
.

当 1 ≤ p <∞时,定义范数为

‖u‖W m,p (Ω) :=
( ∑
|α|≤m

∫
Ω

∣∣∂αu
∣∣p dx

) 1
p

,

当 p =∞时,定义范数为

‖u‖W m,∞(Ω) := max
|α|≤m

∥∥∂αu
∥∥

L∞(Ω).

特别地,当 p = 2时,记 H m(Ω) :=W m,2(Ω),此时可以引入内积

(u, v)H m (Ω) := ∑
|α|≤m

∫
Ω

(∂αu)(∂αv)dx.

+ 注
W m,p (Ω) 的定义中, ∂αu 是指 u 的广义导数, 事实上根据广义导数的定义,

u ∈W m,p (Ω) 当且仅当 u ∈ Lp (Ω), 并且对每个 |α| ≤ m, 存在 uα ∈ Lp (Ω) 使得

∫
Ω

u(x)∂αφ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

uα(x)φ(x)dx, ∀φ ∈D(Ω).

引理 4.3.2

设赋范空间 X ,Y 均是自反的, 则依范数
∥∥(x, y)

∥∥ = ‖x‖+∥∥y
∥∥(x ∈ X , y ∈ Y )定义

的乘积空间 X ×Y 也是自反的.

证明. 定义 J : X ∗×Y ∗ → (X ×Y )∗ 为

〈J (x∗, y∗), (x, y)〉 = 〈x∗, x〉+〈y∗, y〉, x ∈ X , y ∈ Y , x∗ ∈ X ∗, y∗ ∈ Y ∗.
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若 J (x∗, y∗) = 0,则 〈x∗, x〉 = −〈y∗, y〉(∀x ∈ X , y ∈ Y ).则 x∗ 和 y∗ 都是常值泛函,而它

们都是线性的,故 x∗ = 0, y∗ = 0, J 是单射. 对任意 z∗ ∈ (X ×Y )∗,定义

〈x∗, x〉 = 〈z∗, (x,0)〉(∀x ∈ X ), 〈y∗, y〉 = 〈z∗, (0, y)〉(∀y ∈ Y ),

不难验证 J (x∗, y∗) = z∗,故 J 是满射. 因此 J 是线性同构.

对 z∗∗ ∈ (X ×Y )∗∗,定义 x∗∗ ∈ X ∗∗ 和 y∗∗ ∈ Y ∗∗ 如下:

〈x∗∗, x∗〉 := 〈z∗∗, J (x∗,0)〉(∀x∗ ∈ X ∗), 〈y∗∗, y∗〉 := 〈z∗∗, J (0, y∗)〉(∀y∗ ∈ Y ∗).

由于 X 和 Y 均自反,存在 x ∈ X 和 y ∈ Y 使得

〈x∗∗, x∗〉 = 〈x∗, x〉(∀x∗ ∈ X ∗), 〈y∗∗, y∗〉 = 〈y∗, y〉(∀y∗ ∈ Y ∗).

从而容易验证

〈J (x∗, y∗), (x, y)〉 = 〈z∗∗, J (x∗, y∗)〉, ∀x∗ ∈ X ∗, y∗ ∈ Y ∗.

由于 J 是线性同构,上式即 〈z∗, (x, y)〉 = 〈z∗∗, z∗〉(∀z∗ ∈ (X ×Y )∗),因此 X ×Y 是自反

的.
定理 4.3.3

(1) 对 1 ≤ p ≤∞, W m,p (Ω)是 Banach空间.

(2) 对 1 ≤ p <∞, W m,p (Ω)是可分的.

(3) 对 1 < p <∞, W m,p (Ω)是自反空间.

证明. (1) 设 {um} 是 W m,p (Ω) 中的 Cauchy 列, 则对 |α| ≤ m, {∂αum} 是 Lp (Ω) 中的

Cauchy列,从而由 Lp (Ω)的完备性依 Lp 范数收敛于 uα ∈ Lp (Ω)(当 α= 0时记作 u).

此外,注意到对任意的 φ ∈D(Ω),

(−1)|α|〈u,∂αφ〉 = (−1)|α|
∫
Ω

u(x)∂αφ(x)dx = (−1)|α| lim
m→∞

∫
Ω

um(x)∂αφ(x)dx
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= lim
m→∞

∫
Ω
∂αum(x)φ(x)dx =

∫
Ω

uα(x)φ(x)dx = 〈uα,φ〉,

因此根据广义导数的定义, ∂αu = uα,从而 {um}依W m,p (Ω)中的范数收敛到 u.

(2)由于当 1 ≤ p <∞时, Lp (Ω)可分,而W m,p (Ω)是 Lp (Ω)的子空间,故也可分.

(3) 由上一引理以及 Lp (Ω) 是自反空间, X = Lp (Ω)×Lp (Ω)×·· ·×Lp (Ω)︸ ︷︷ ︸
k 个

也是

自反空间, 其中 k 是满足 |α| ≤ m 的指标 α 的个数. 则若将 u ∈ W m,p (Ω) 视作

(u,ux1 , · · · ,uxn , · · · ) ∈ X , 则 W m,p (Ω) 可以视作 X 的子空间, 而 W m,p (Ω) 本身是 Ba-

nach空间,故W m,p (Ω)是 X 的闭子空间,由于自反空间的闭子空间仍然是自反空间,

故W m,p (Ω)是自反的.
定理 4.3.4

(1) W 0,p (Ω) = Lp (Ω).

(2) m1 ≥ m2 ≥ 0, W m1,p (Ω) ⊂W m2,p (Ω).

(3) 若 Ω有界并且 p1 ≥ p2 ≥ 1,则W m,p1 (Ω) ⊂W m,p2 (Ω).

(4) 设 u ∈W m,p (Ω),
∣∣β∣∣≤ m,则 ∂βu ∈W m−|β|,p (Ω).

证明. (1)(2)(4)根据定义容易验证, (3)是因为 Lp1 (Ω) ⊂ Lp2 (Ω)(定理A.3.6的 (3)).
定义 4.3.5

对非负整数 m 和 1 ≤ p ≤∞,记W m,p
0 (Ω)为 C∞

0 (Ω)在W m,p
0 (Ω)中的闭包.

+ 注

(1) 事实上 W 1,p
0 (Ω) 是某种意义下在 ∂Ω 上为 0 的 Sobolev 函数, 这里的某种

意义是因为通常来说 ∂Ω 是一个零测集, 对一般的可测函数无法讨论其在 ∂Ω

上的取值. 这个某种意义可以理解为一个线性算子 (称为秩算子), 因为当 Ω

足够光滑时 C∞(Ω) 在 W m,p (Ω) 中稠密, 而 C∞(Ω) 在 ∂Ω 的取值是有意义的.

(2) W m,p
0 (Ω) 是某种意义下在 ∂Ω 上低于 m 阶的导数均为 0 的 Sobolev 函数.

(3) 根据 C∞
0 (Ω) 以及 Sobolev 空间范数的特性, W 1,p

0 (Ω) 很自然的包含一些熟

知的元素, 比如在边界上为 0 的 C 1(Ω) 函数.
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定理 4.3.6: Sobolev 空间的紧嵌入

设 1 ≤ p ≤∞, Ω是 Rn 中的有界开集,则 W 1,p
0 (Ω)到 Lp (Ω)的单位映射是紧算

子,即W 1,p (Ω)中的有界列有在 Lp (Ω)中收敛的子列.

+ 注
对于足够边界足够光滑的有界区域 Ω(比如 Ω 由光滑函数围成), 该定理对

W 1,p (Ω) 也成立.

该定理的证明以及下一个定理中会使用记号:

Du := (ux1 , · · · ,uxn ), |Du| :=
(

n∑
i=1

∣∣uxi

∣∣2

) 1
2

, ‖Du‖Lp (Ω) := ‖|Du|‖Lp (Ω).

证明. 首先证明如果 v ∈W 1,p
0 (Ω),则在 Ω外补充定义为 0后, v ∈W 1,p (Rn).事实上只

需证明将广义导数 vxi (1 ≤ i ≤ n)在 Ω外补充定义为 0后, vxi 是 v 在 Rn 中的广义导

数. 取 {vm} ⊂C∞
0 (Ω)使得 vm → v,注意到在 Ω外补充定义为 0后 vm ∈C∞

0 (Rn),从而

对 ∀φ ∈C∞
0 (Rn)和 1 ≤ i ≤ n,有

∫
Rn

vxi (x)φ(x)dx = lim
m→∞

∫
Rn

vm
xi

(x)φ(x)dx

=− lim
m→∞

∫
Rn

vm(x)φxi (x)dx =−
∫
Rn

v(x)φxi (x)dx,

因此 v ∈W 1,p (Rn).

设 {um} 是 W 1,p
0 (Ω) 中的有界列, 若补充在 Rn \ Ω 上补充定义函数为 0, 则

{um} ⊂W 1,p (Rn).则

∣∣uε
m(x)−um(x)

∣∣= ∣∣∣∣∫
Rn

ηε(y)(um(x − y)−um(x))dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rn

ηε(y)
∫1

0
Dum(x − t y) · (−y)dtdy

∣∣∣∣≤ ε

∫
Rn

ηε(y)
∫1

0
|Dum(x − t y)|dtdy.
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从而当 1 ≤ p <∞时,
∫
Rn

|uε
m(x)−um(x)|p dx ≤ εp

∫
Rn

(∫
Rn

ηε(y)
∫1

0
|Dum(x − t y)|dtdy

)p

dx

≤εp
∫
Rn

∫
Rn

ηε(y)
∫1

0
|Dum(x − t y)|p dtdydx = εp

∫
Rn

|Dum(x)|p dx,

也即
∥∥uε

m −um
∥∥

Lp (Rn ) ≤ ε‖Dum‖Lp (Rn ),注意到 um在Ω外恒为 0,因此有
∥∥uε

m −um
∥∥

Lp (Ω)

≤ ε‖Dum‖Lp (Ω),这个不等式在 p =∞时显然也成立. 因此在 Lp (Ω)中 uε
m → um ,该

收敛在 ε→ 0时对 m 是一致的. 故对充分小的 ε,有
∥∥uε

m −um
∥∥

Lp (Ω) ≤ 1
2 .

对该 ε > 0, 容易验证 {uε
m} 作为 C (Ω) 的子集是一致有界且等度连续的, 由

Arzela-Ascoli定理,存在子列 {uε
m,1}在 Ω上一致收敛,故

limsup
m,l→∞

‖um,1 −ul ,1‖Lp (Ω)

≤ limsup
m,l→∞

‖um,1 −uε
m,1‖Lp (Ω) +‖uε

m,1 −uε
l ,1‖Lp (Ω) +‖uε

l ,1 −ul ,1‖Lp (Ω) ≤ 1.

若已经有 limsup
m,l→∞

∥∥um,k −ul ,k
∥∥

Lp (Ω) ≤ 1
k ,则取充分小的 ε使得

∥∥uε
m −um

∥∥
Lp (Ω) ≤ 1

2(k+1) .

由 Arzela-Ascoli定理,存在 {uε
m,k }的子列 {uε

m,k+1}在 Ω上一致收敛. 重复上述运算可

得

limsup
k,l→∞

‖um,k+1 −ul ,k+1‖Lp (Ω) ≤ 1

k +1
.

取对角列 {um,m},则它显然是 Cauchy列,由 Lp (Ω)的完备性,收敛于 u ∈ Lp (Ω).

引理 4.3.7: Poincare 不等式

设 Ω是 Rn 中的有界开集,则存在只与 Ω有关的常数 C > 0使得

∫
Ω
|u(x)|2dx ≤C

∫
Ω
|Du(x)|2dx, ∀u ∈ H 1

0 (Ω).

+ 注

该引理说明, H 1
0 (Ω) 中有等价范数 ‖u‖∗ =

(∫
Ω |Du(x)|2dx

) 1
2
(
u ∈ H 1

0 (Ω)
)
.

证明. 由于 Ω 是有界的, 存在 R > 0 使得 Ω ⊂ (−R,R)n . 则在 Ω 之外补充定义为 0
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后, H 1
0 (Ω) ⊂ H 1

0 ((−R,R)n), 再根据 C∞
0 在 H 1

0 中稠密, 只需对 Ω = (−a, a) 以及 u ∈
C∞

0 ((−a, a)n)证明该不等式即可. 注意到

|u(x)|2 =
∣∣∣∣∫x1

−a
ux1 (t1, x2, · · · , xn)dt

∣∣∣∣2

≤
(∫a

−a
|Du(t1, x2, · · · , xn)|dt1

)2

≤
(∫a

−a
12dt1

)(∫a

−a
|Du(t1, x2, · · · , xn)|2dt1

)
= 2a

∫a

−a
|Du(t1, x2, · · · , xn)|2dt1.

在 (−a, a)n 上积分得

∫
(−a,a)n

|u(x)|2dx ≤ 2a
∫

(−a,a)n

∫a

−a
|Du(t1, x2, · · · , xn)|2dt1dx = (2a)2

∫
(−a,a)n

|Du(x)|2dx,

得证.
引理 4.3.8

设 (X1,‖·‖1)和 (X2,‖·‖2)均为赋范空间, X2 ⊂ X1,并且存在 C > 0使得

‖x‖1 ≤C‖x‖2, ∀x ∈ X2.

若存在 {xn} ⊂ X2, {xn}在 X2 中弱收敛于 x ∈ X2,则 {xn}在 X1 中也弱收敛于 x.

+ 注
此即如果一个空间中的范数 2 比范数 1 强, 则范数 2 的弱收敛可以推出范数

1 的弱收敛.

证明. 对 f ∈ X ∗
1 ,有

∣∣ f (x)
∣∣≤ ∥∥ f

∥∥
1 · ‖x‖1 ≤C

∥∥ f
∥∥

1 · ‖x‖2, ∀x ∈ X2

故也有 f ∈ X ∗
2 .而 {xn}在 X2 中弱收敛于 x,则 f (xn) → f (x),因此在 X1 中也弱收敛

于 x.
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定理 4.3.9

设 Ω是 Rn 中的有界开集, f ∈ L2(Ω),则 Dirichlet问题


−∆u = f , x ∈Ω,

u
∣∣∣
∂Ω

= 0,

存在唯一的弱解,也即存在唯一的 u ∈ H 1
0 (Ω)使得

∫
Ω

Du(x) ·Dv(x)dx =
∫
Ω

f (x)v(x)dx, ∀v ∈ H 1
0 (Ω).

+ 注
如果 u ∈C 2(Ω)是该 Dirichlet问题的古典解,则由边界条件,显然有 u ∈ H 1

0 (Ω).

设 v ∈C∞
0 (Ω), −v∆u = f v 在 Ω 上积分再分布积分可得,

∫
Ω Du ·Dv =∫

Ω f v, 再

由 C∞
0 (Ω) 在 H 1

0 (Ω) 中的稠密性可知, 此时 u 也是弱解, 因此弱解是古典解的

自然推广.

证明. 方法一. 该方法主要基于 Lax-Milgram定理 (定理2.3.14). 令 X := H 1
0 (Ω),其上内

积定义为 H 1(Ω)中的内积, a(u, v) = ∫
Ω Du ·Dvdx(u, v ∈ X ),下面验证 X 和 a(·, ·)满

足定理条件. 由于 X 是 H 1(Ω)的闭子集,而 H 1
0 (Ω)是 Hilbert空间,故 X 也是 Hilbert

空间. a(·, ·)显然是共轭双线性函数,并且有

|a(u, v)| ≤
(∫

Ω
|Du|2dx

) 1
2
(∫

Ω
|Dv |2dx

) 1
2 ≤ ‖u‖ ·‖v‖, ∀u, v ∈ X .

根据 Poincare不等式,还有

‖u‖2 =
∫
Ω
|u|2dx +

∫
Ω
|Du|2dx ≤ (C +1)

∫
Ω
|Du|2dx = (C +1)a(u,u), ∀u ∈ X .

因此 a(·, ·)满足 Lax-Milgram定理的条件,从而存在唯一具有有界逆的有界线性算子
A使得

a(u, v) = (u, Av), ∀u, v ∈ X .
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若定义

〈 f , v〉 :=
∫
Ω

f (x)v(x)dx, v ∈ H ,

则 f ∈ X ∗.根据 Riesz表示定理 (定理2.2.1),存在 ũ ∈ X 使得

〈 f , v〉 = (v, ũ), ∀v ∈ X .

记 u := (A∗)−1ũ(由于 A∗可逆当且仅当 A可逆,并且 (A−1)∗ = (A∗)−1,这样的 u存在),

则

a(u, v) = (u, Av) = (A∗u, v) = (ũ, v) = 〈 f , v〉, ∀X ,

上式即 u 是弱解.

下证唯一性,如果 u1 和 u2 都是弱解,则

0 = 〈 f , A−1v〉−〈 f , A−1v〉 = a(u1 −u2, A−1v) = (u1 −u2, A A−1v) = (u1 −u2, v), ∀v ∈ X ,

因此 u1 = u2.

方法二. 定义 H 1
0 (Ω)中的内积为

(u, v)H 1
0 (Ω) :=

∫
Ω

Du(x) ·Dv(x)dx, u, v ∈ H 1
0 (Ω),

其中的范数仍记为 ‖·‖H 1
0 (Ω).由 Poincare不等式,该范数与通常的范数等价,因此此时

H 1
0 (Ω)还是 Hilbert空间.

对 w ∈ H 1
0 (Ω),记

J (w) =
∫
Ω

(
1

2
|Dw(x)|2 − f (x)w(x)

)
dx.

首先证明存在 u ∈ H 1
0 (Ω) 使得 J (u) = inf

w∈H 1
0 (Ω)

J (w). 为此, 记 I = inf
w∈H 1

0 (Ω)
J (w), 则存在

um ∈ H 1
0 (Ω)使得 J (um) → I .故存在 M > 0使得 J (um) ≤ M(∀m ≥ 1).从而

1

2
‖um‖2

H 1
0 (Ω)

−∥∥ f
∥∥

L2(Ω) · ‖um‖H 1
0 (Ω) ≤

1

2
‖um‖H 1

0 (Ω) −
∥∥ f

∥∥
L2(Ω) · ‖um‖L2(Ω) ≤ J (um) ≤ M ,
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从而 {um}在 H 1
0 (Ω)中有界. 由于 H 1

0 (Ω)是自反空间 (Hilbert空间均自反)和 Eberlein-

Smulian定理 (定理:2.5.31), {um}存在弱收敛于 u ∈ H 1
0 (Ω)的子列 {um j }.而 {um j }同样

是 H 1
0 (Ω)中的有界列,故由 Sobolev紧嵌入定理,存在 w ∈ L2(Ω)以及子列 {um ji

} L2

收敛于 w.

记 wi := um ji
.由 Poincare不等式, H 1

0 (Ω)中的范数比 L2(Ω)中的范数更强, 故

根据上一引理, wi 在 L2(Ω)中弱收敛于 u.

因此由强收敛必弱收敛以及弱极限的唯一性, w = u,从而 wi 在 H 1
0 (Ω)中弱收

敛于 u,在 L2(Ω)中强收敛于 u.由弱收敛可知,

‖u‖H 1
0 (Ω) ≤ liminf

i→∞
‖wi‖H 1

0 (Ω).

而根据上式以及 ‖wi −u‖L2(Ω) → 0可得

J (u) =
∫
Ω

(
1

2
|Du|2 − f u

)
dx ≤ liminf

i→∞

∫
Ω

(
1

2
|Dwi |2 − f wi

)
dx = liminf

i→∞
J (wi ) = I ,

而由 I 的定义, J (u) ≥ I ,故 J (u) = I .

接下来证明使得 J (u) = inf
w∈H 1

0 (Ω)
J (w)的 u ∈ H 1

0 (Ω)是唯一的. 若 u1,u2 ∈ H 1
0 (Ω)

均取到 J 的最小值. 对 ũ := u1+u2
2 ,有

|Dũ|2 = 1

4

(|Du|2 +2Du ·Dv +|Dv |2)≤ |Du1|2 +|Du2|2
2

,

从而 I ≤ J (ũ) ≤ J (u1)+J (u2)
2 ≤ I ,故以该不等式能取到等号,从而 Du1 = Du2,故

‖u1 −u2‖H 1
0 (Ω) = 0,因此 u1 = u2.

最后证明 J (u) = inf
w∈H 1

0 (Ω)
J (w)当且仅当 u 是定理中 Dirichlet问题的弱解.

一方面, 如果 J (u) = inf
w∈H 1

0 (Ω)
J (w), 则 J (u) ≤ J (w),∀w ∈ H 1

0 (Ω). 任取 v ∈ H 1
0 (Ω),

记

i (τ) := J (u +τv) =
∫
Ω

(
1

2
|Du|2 +τDu ·Dv + 1

2
τ2|Dv |2 − f u −τ f v

)
dx, τ ∈R.
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则

i ′(τ) =
∫
Ω

(
Du ·Dv +τ|Dv |2 − f v

)
dx, τ ∈R.

注意到 0是 i (·)的最小值点,故 i ′(0) = 0,也即

∫
Ω

Du ·Dvdx =
∫
Ω

f vdx.

上式对任意的 v ∈ H 1
0 (Ω)均成立,因此 u 是弱解.

另一方面,如果 u 是弱解. 则对任意的 w ∈ H 1
0 (Ω),有

J (u)− J (w) =
∫
Ω

(
1

2
|Du|2 − 1

2
|Dw |2 − f u + f w

)
dx

=
∫
Ω

(
1

2
|Du|2 − 1

2
|Dw |2 −|Du|2 +Du ·Dw

)
dx =−1

2

∫
Ω
|Dw −Du|2dx ≤ 0,

因此 J (u) = inf
w∈H 1

0 (Ω)
J (w).

以上分别证明了 u 取到 J 的最小值当且仅当 u 是弱解,以及 J 的最小值点存

在唯一,因此弱解同样存在唯一.

+ 注
以上两种也适用于更加复杂的情况, 比如方法一中可以将 L =−∆ 推广到

Lu :=−
n∑

i , j=1

(
ai j uxi

)
x j

,

其中 ai j ∈C∞(Ω) 并且存在常数 θ > 0 使得

n∑
i , j=1

ai j (x)ξiξ j ≥ θ|ξ|2, ∀x ∈Ω,ξ ∈Rn .

此时弱解的定义为 u ∈ H 1
0 (Ω) 使得

n∑
i , j=1

∫
Ω

ai j (x)uxi (x)vx j (x)dx =
∫
Ω

f (x)v(x)dx, ∀v ∈ H 1
0 (Ω).
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推广后的证明过程并无本质区别. 方法二的推广较为复杂, 甚至能处理一些非

线性的偏微分方程, 在此不作讨论.



附录 A 补充内容

A.1 度量空间中的拓扑

本节中若无特别说明, (X ,ρ)均表示度量空间.
定义 A.1.1: 开球与闭球

设 x0 ∈ X ,r > 0,称

B(x0,r ) = {x ∈ X : ρ(x, x0) < r }

为以 x0 为球心, r 为半径的开球,称

B(x0,r ) = {x ∈ X : ρ(x, x0) ≤ r }

为相应的闭球.

定义 A.1.2: 内点, 内部与开集

设 A ⊂ X .对 x0 ∈ X ,若存在 δ> 0使得 B(x0,δ) ⊂ A,则 x0 称为 A 的内点. A 的

所有内点组成的集合称为 A的内部,记作 A◦.若 A◦ = A,则称 A为开集.

性质 A.1.3: 开集的性质

(1) 空集 ∅和全集 X 均为开集.

(2) 有限多个开集的交仍为开集.

(3) 任意个开集的并仍为开集.

220



A.2 WEIERSTRASS 逼近定理 · 221 ·

定义 A.1.4: 聚点, 导集, 闭包和闭集

设 A ⊂ X .对于 x0 ∈ X ,若 ∀ε> 0,有

(B(x0,ε) \ {x0})∩ A 6=∅,

则称 x0 是 A的聚点. 称 A的所有聚点组成的集合为 A的导集,记为 A′.

称 A∪ A′ = A为 A的闭包.

若 A = A,则称 A为闭集.

+ 注
A 的闭包是包含 A 的最小闭集, 也即包含 A 的所有闭集之交.

性质 A.1.5: 闭集的性质

(1) 空集 ∅和全集 X 均为闭集.

(2) 有限多个闭集的并仍为闭集.

(3) 任意个闭集的交仍为闭集.

(4) A是闭集当且仅当 ∀{xn} ⊂ A且 xn → x0 都有 x0 ∈ A.

(5) A是闭集当且仅当 Ac 是开集.

A.2 Weierstrass逼近定理
定理 A.2.1: Weierstrass 逼近定理

设 −∞< a < b <∞,则 ∀ f ∈ C [a,b],存在 [a,b]上的多项式列 {Pn}使得 Pn 在

[a,b]上一致收敛于 f .

证明. 不妨设 [a,b] = [0,1]并且 f (0) = f (1) = 0,否则作线性变换以及

g (x) = f (x)− f (0)−x( f (1)− f (0))

即可.
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在此假设下,补充定义 f ≡ 0, x 6∈ [0,1],则 f 在 R上一致连续. 令

Qn(x) = cn(1−x2)n , n ≥ 1,

其中 cn 满足 ∫1

−1
Qn(x)dx = 1, ∀x ≥ 1.

则由

∫1

−1
(1−x2)ndx = 2

∫1

0
(1−x2)ndx ≥ 2

∫n− 1
2

0
(1−x2)ndx

≥2
∫n− 1

2

0
(1−nx2)dx = 4

3
p

n
> 1p

n

可知 cn <p
n. ∀δ> 0,由 cn <p

n 可得

Qn(x) ≤p
n(1−δ2)n , δ≤ |x| ≤ 1.

令

Pn(x) =
∫1

−1
f (x + t )Qn(t )dt =

∫1−x

−x
f (x + t )Qn(t )dt =

∫1

0
f (t )Qn(t −x)dt ,

则 Pn 是关于 x 的多项式. 给定 ε> 0,由 f 一致连续,存在 δ> 0使得

∣∣ f (x)− f (y)
∣∣< ε

2
, ∀∣∣x − y

∣∣< δ.

记 M = sup
∣∣ f

∣∣,则
∣∣Pn(x)− f (x)

∣∣= ∣∣∣∣∫1

−1
( f (x + t )− f (x))Qn(t )dt

∣∣∣∣
≤

∫1

−1

∣∣ f (x + t )− f (x)
∣∣Qn(t )dt ≤ 2M

∫
|x|>δ

Qn(t )dt + ε

2

∫
|x|≤δ

Qn(t )dt

≤4M
p

n(1−δ2)n + ε

2
,

当 n 充分大时,上式 < ε,故 Pn 一致收敛于 f .
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A.3 Lp 空间:实变内容
定义 A.3.1: Lp 空间

设 1 ≤ p ≤∞, (E ,µ)是测度空间, f 是 E 上的可测函数,定义

‖ f ‖p :=


(∫

E | f |p dµ
) 1

p , 1 ≤ p <∞,

inf
µ(E0)=0

sup
x∈E\E0

∣∣ f (x)
∣∣, p =∞.

记Lp (µ)为所有满足 ‖ f ‖p <∞的可测函数 f . 特别地,若 µ是 Lebesgue测度且

E 为 Rn 中的 Lebesgue可测子集,则记为Lp (E).
∥∥ f

∥∥∞ 还记作 esssupE

∣∣ f
∣∣,称为

f 的本性上界 (Essential Supreme).

+ 注
在 Lp 空间中, 几乎处处相等的函数被视作等同, 因此 Lp 空间实际上是几乎

处处相等函数的等价类, 但为了方便期间通常不作区分.

定理 A.3.2: L∞ 范数等价定义

设 (E ,µ)是测度空间,则

∥∥ f
∥∥∞ = inf{α≥ 0 : µ(

∣∣ f
∣∣>α) = 0} = inf

µ(E0)=0
sup

x∈E\E0

∣∣ f (x)
∣∣.

证明. 记上式中间为 ξ,右侧为 η.则取 E0 = {
∣∣ f

∣∣>α},其中 α≥ 0满足 µ(E0) = 0,则

η≤ sup
E\E0

∣∣ f (x)
∣∣≤α,

对 α取下确界,得 η≤ ξ.对任意的 E0 满足 µ(E0) = 0,取 αE0 = sup
x∈E\E0

∣∣ f (x)
∣∣,则 µ(

∣∣ f
∣∣>

αE0 ) = 0,从而

αE0 ≥ ξ,

在上式中对 E0 取下确界即得 η≥ ξ.因此 η= ξ.
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引理 A.3.3

设 1 < p <∞, q 满足 1
p + 1

q = 1.则对 a,b ≥ 0,有不等式

ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

证明. 不妨设 a,b > 0,则由 log x 是凹函数,

log

(
ap

p
+ bq

q

)
≥ 1

p
log ap + 1

q
logbq = log ab,

对上式两边取 ex 即可.
定理 A.3.4: Holder 不等式

设 p, q 满足 1
p + 1

q = 1,其中 1 ≤ p ≤∞, f , g 是测度空间 (E ,µ)上的可测函数,则

‖ f g‖1 ≤ ‖ f ‖p · ‖g‖q .

证明. 不妨设 f , g 均不几乎处处为 0,则由上一引理,有

∣∣ f
∣∣∥∥ f
∥∥

p

·
∣∣g ∣∣∥∥g

∥∥
q

≤
∣∣ f

∣∣p

p
∥∥ f

∥∥p
p

+
∣∣g ∣∣q

q
∥∥g

∥∥q
q

.

上式在 E 上积分,得 ∥∥ f g
∥∥

1∥∥ f
∥∥

p ·∥∥g
∥∥

q

≤
∥∥ f

∥∥p
p

p
∥∥ f

∥∥p
p

+
∥∥g

∥∥q
q

q
∥∥g

∥∥q
q

= 1,

整理上式就得到
∥∥ f g

∥∥
1 ≤

∥∥ f
∥∥

p ·∥∥g
∥∥

q .

定理 A.3.5: Minkowski 不等式

设 1 ≤ p ≤∞, f , g 是测度空间 (E ,µ)上的可测函数,则

‖ f + g‖p ≤ ‖ f ‖p +‖g‖p .

证明. 不妨设 1 < p <∞ (否则是显然的). 由 Holder不等式，

‖ f + g‖p
p = ‖( f + g )p‖1 ≤ ‖ f · ( f + g )p−1‖1 +‖g · ( f + g )p−1‖1
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≤‖ f ‖p · ‖( f + g )p−1‖q +‖g‖p · ‖( f + g )p−1‖q = (‖ f ‖p +‖g‖p )‖ f + g‖p−1
p ,

再将上式两端同时除以
∥∥ f + g

∥∥p−1
p 即可.

定理 A.3.6: Lp 空间的性质

设 0 < p < r < q ≤∞，则
(1) Lr ⊂ Lp +Lq .

(2) Lp ∩Lq ⊂ Lr .

(3) 若 µ(E) <∞，则 Lq ⊂ Lp .

证明.

(1) 设 f ∈ Lr ,则 f χ| f |>1 + f χ| f |≤1 ∈ Lp +Lq .

(2) 设 f ∈ Lp ∩Lq . 若 q <∞,则
∫

E
| f |r dµ≤

∫
| f |≤1

| f |p dµ+
∫
| f |>1

| f |q dµ≤ ‖ f ‖p
p +‖ f ‖q

q <∞,

若 q =∞,则 ∫
E
| f |r dµ≤ ‖ f ‖r−p

∞
∫

E
| f |p dµ= ‖ f ‖r−p

∞ · ‖ f ‖p
p <∞.

(3) 设 f ∈ Lq ,则

∫
E
| f |p ≤


∫
| f |≤1 | f |p +∫

| f |>1 | f |q ≤µ(E)+‖ f ‖q
q <∞, q <∞,

µ(E)‖ f ‖p
∞ <∞, q =∞.

命题 A.3.7

设 1
p + 1

q = 1,其中 1 ≤ q <∞. 则

‖g‖q = sup

{∫
f g : ‖ f ‖p = 1

}
.

证明. 记命题中上确界为 M . 任取 ‖ f ‖p = 1,则
∫

f g ≤ ‖ f g‖1 ≤ ‖g‖q ,故 M ≤ ‖g‖q . 若

‖g‖q = 0，则已经有 M = ‖g‖q = 0. 若 ‖g‖q > 0,取 f = ‖g‖1−q
q g q−1sign(g ),有 ‖ f ‖p = 1
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且
∫

f g = ‖g‖q ,从而 M ≥ ‖g‖q，Q.E.D.

A.4 Lp 空间中列紧集的刻画

引理 A.4.1

设 [a,b]是有界闭区间, x ∈C [a,b].则 lim
h→0+

‖x −xh‖p = 0,其中 ‖·‖p 是 Lp 范数,

xh(t ) = 1

2h

∫t+h

t−h
x(s)ds, t ∈ [a,b],

并且 x(s)在 s < a 时取 x(a),在 s > b 时取 x(b).

证明. 由第一积分中值定理, xh(t ) = x(t +θh,t ),θh,t ∈ [−1,1].而 x 在 [a,b]上一致连续

的,因此当 h → 0时 xh 在 [a,b]上一致的趋于 x.也即 ∀ε> 0,存在 δ> 0,

|xh(t )−x(t )| < ε, ∀t ∈ [a,b],0 < h < δ.

故

‖x −xh‖ =
(∫b

a
|xh(t )−x(t )|p dt

) 1
p

≤
(∫b

a
εp dt

) 1
p

= (b −a)
1
p ε,

也即 lim
h→0+

‖x −xh‖p = 0.

引理 A.4.2

沿用上题定义与记号,则 ∀x ∈ Lp [a,b],都有

‖xh‖p ≤ ‖x‖p .

证明. 记 q 使得 1
p + 1

q = 1,则由 Holder不等式,

‖xh‖p
p =

∫b

a

∣∣∣∣ 1

2h

∫t+h

t−h
x(s) ·1ds

∣∣∣∣p

dt

≤
(

1

2h

)p ∫b

a

(∫t+h

t−h
|x(s)|p ds

) p
p
(∫t+h

t−h
1q ds

) p
q

dt
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= 1

2h

∫b

a

∫t+h

t−h
|x(s)|p dsdt

= 1

2h

∫b

a

∫s+h

s−h
|x(s)|p dtds = ‖x‖p

p ,

证毕.
定理 A.4.3: Lp [a,b] 中集合列紧的充要条件

设 1 < p <∞, [a,b]是有界闭区间, A ⊂ Lp [a,b].则 A 在 Lp [a,b]中列紧的充要

条件为

(1) A在 Lp [a,b]中有界;

(2) ∀ε> 0,存在 δ> 0使得 ‖x −xh‖p < ε(∀x ∈ A,h ∈ (0,δ)).

证明. 必要性: 由于 A 列紧, 显然也有界. ∀ε > 0, 取 x1, · · · , xn 是 A 的 ε 网, 由于

C [a,b]在 Lp [a,b]中稠密,不妨设 x1, · · · , xn ∈C [a,b].因为每个 xk 都是连续的,故由

引理A.4.1,存在 δ> 0(由于 xk 是有限个,故这样的 δ存在)使得

∥∥∥xk −xk
h

∥∥∥
p
< ε, ∀h ∈ (0,δ),k = 1,2, · · · ,n.

任取 x ∈ A,则存在 k 使得 x ∈ B(xk ,ε),从而

‖x −xh‖p ≤
∥∥∥x −xk

∥∥∥
p
+

∥∥∥xk −xk
h

∥∥∥
p
+

∥∥∥xk
h −xh

∥∥∥
p
≤ ε+ε+ε= 3ε,

其中第三项使用了引理A.4.2,故 A也满足 (2).

充分性: 首先证明

Ah = {xh ∈ Lp [a,b] : x ∈ A}

对任意给定 h > 0是一致有界且等度连续的. 设 ‖x‖p ≤ M(∀x ∈ A).则由 Holder不等

式可知

|xh(t )| = 1

2h

∣∣∣∣∫t+h

t−h
x(s) ·1ds

∣∣∣∣≤ 1

2h

(∫t+h

t−h
|x|p

) 1
p
(∫t+h

t−h
1q

) 1
q

=
(

1

2h

∫t+h

t−h
|x|p

) 1
p

≤ (2h)−
1
p M , ∀t ∈ [a,b], xh ∈ Ah ,
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其中 1
p + 1

q = 1,故一致有界. 此外,与上式同理可得

∣∣xh(t )−xh(t ′)
∣∣≤ 1

2h

(∫t+h

t ′+h
|x|+

∫t−h

t ′−h
|x|

)
≤ M

h

∣∣t − t ′
∣∣1− 1

p , ∀t , t ′ ∈ [a,b],

故等度连续. 由 Arzela-Ascoli定理, Ah 在 C [a,b]中列紧,而若点列在 C [a,b]中收敛,

则必在 Lp [a,b]中收敛到同一极限,故 Ah 在 Lp [a,b]也列紧.

任取 ε> 0,取 δ> 0使得

‖x −xδ‖p < ε

2
, ∀x ∈ A.

上式即 Aδ是 A的 ε
2 网. 而 Aδ本身存在有穷 ε

2 网 N ,故 N 还是 A的有穷 ε网. 因此

A完全有界,再由 Lp [a,b]完备知 A列紧.
定理 A.4.4: Sobolev 空间的紧嵌入

记W 1,2
0 [0,1]为 C 1

0 (0,1)在范数

∥∥ f
∥∥ :=

(∫1

0

∣∣ f
∣∣2 + ∣∣ f ′∣∣2

) 1
2

, f ∈C 1
0 (0,1)

下的完备化空间. 则W 1,2
0 [0,1]中的单位球在 L2[0,1]中是紧集.

证明. 由于集合列紧当且仅当它的闭包紧,故只需证明

S := { f ∈C 1
0 (0,1) :

∥∥ f
∥∥≤ 1}

在 L2[0,1]中列紧. 由题目1.3.12, S在 C [0,1]中列紧. 从而任取 { fk } ⊂ S,存在子列 { fk j }

和 f ∈ C [0,1]使得
∥∥∥ fk j − f

∥∥∥
C [0,1]

→ 0,而 ‖·‖L2[0,1] ≤ ‖·‖C [0,1],从而
∥∥∥ fk j − f

∥∥∥
L2[0,1]

→ 0,

因此 S 在 L2[0,1]中列紧.
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A.5 内积空间
定义 A.5.1: 任意项的求和

设 X = {xα |α ∈ A}, f 为定义在 X 上的非负函数,则记

∑
α∈A

f (xα) = sup

{
n∑

k=1
f (xn) : x1, · · · , xn ∈ X ,∀n ≥ 1

}
,

称为 f 在 A上的求和.

+ 注
不难证明这一定义与有限项求和以及正项级数的定义是一致的.

引理 A.5.2

设 X = {xα |α ∈ A}, f 为定义在 X 上的非负函数,满足

∑
α∈A

f (xα) <∞,

则至多有可数个 α使得 f (xα) > 0.

证明. 反设有不可数个 α使得 f (xα > 0),则由

{α ∈ A : f (x) > 0} =
∞⋃

n=1

{
α ∈ A : f (xα) > 1

n

}

知右侧集合至少有一个含有无穷多项 (因为左侧是不可数的),这是不可能的,因为此

时必有
∑
α∈A

f (xα) =∞,矛盾.

定理 A.5.3: Bessel 不等式

设 X 是一个内积空间. 设 S = {eα |α ∈ A}为标准正交系,则

∑
α∈A

|(x,eα)|2 ≤ ‖x‖2, ∀x ∈ X ,

此外,对每个 x,至多有可数个 α使得 (x,eα)非零.
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证明. 任取 e1, · · · ,en ⊂ S,注意到(
n∑

k=1
(x,ek )ek , x −

n∑
j=1

(x,e j )e j

)
= 0,

因此

‖x‖2 −
n∑

k=1

|(x,ek )|2 = ‖x‖−
∥∥∥∥∥ n∑

k=1
(x,ek )ek

∥∥∥∥∥
2

=
∥∥∥∥∥x −

n∑
k=1

(x,ek )ek

∥∥∥∥∥
2

≥ 0.

则根据求和的定义必然有
∑
α∈A

|(x,eα)|2 ≤ ‖x‖2, 从而由上一引理,使得 (x,eα)非零的

α至多可数个.
引理 A.5.4: Zorn 引理

设 X 是一个半序集. 如果它的每一个全序子集都有上界, 那么 X 有一个极大

元.

+ 注
半序集是其上赋予一个半序关系 ≼, 即满足自反性 (x ≼ x), 传递性 (x ≼ y, y ≼
z =⇒ x ≼ z), 反对陈性 (x ≼ y, y ≼ x =⇒ x = y) 的关系.

全序集: 对任意 x, y ∈ X , 要么 x ≼ y, 要么 y ≼ x.

上界: 设 X0 ⊂ X , 称 x 是 X0 的上界, 如果 y ≼ x(∀y ∈ X0).

极大元: 若 ∀y ∈ X 满足 x ≼ y 都有 x = y, 则称 x 是 X 的极大元.

命题 A.5.5: 完备正交集的存在性

非 {0}的内积空间必有完备正交系.

证明. 将内积空间 X 上的所有正交系依据集合的包含关系构成一个半序集类. 每个

全序子集必有上界,就是这些集合之并.由 Zorn引理,这个半序集必有极大元,记为

S.则 S 一定是完备的,也即 S⊥ = {0}.否则,若存在 x 6= 0且 x ⊥ S,则 S ∪ {x}是一个比

S 更大的正交系,与 S 是极大元矛盾.
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A.6 线性空间的基本概念
定义 A.6.1: 线性空间

设 X 是一个非空集合. K是实数或者复数域,若满足下列条件:

• X 是 Abel加法群;

• 定义数乘运算 K×X → X , (α, X ) 7→αX ;

并且满足:

• α(βx) = (αβ)x , ∀α,β ∈K, x ∈ X ;

• 1 · x = x , ∀x ∈ X ;

• (α+β)x =αx +βx , ∀α,β ∈K, x ∈ X ;

• α(x + y) =αx +αy, ∀α ∈K,∀x, y ∈ X .

则称 (X ,K)是一个线性空间.

定义 A.6.2: 线性同构

设 (X1,K), (X2,K)是两个线性空间,若 ∃T : X1 7→ X2,满足

(1) T 是双射;

(2) T (αx +βy) =αT x +βT y , ∀α,β ∈K, x, y ∈ X1.

则称 T 是 X1 到 X2 的一个线性同构.

+ 注
此时 P = T −1 也是线性的, 因为 P (αx ′ + βy ′) = P (αT (P (x ′)) + βT (P (y ′))) =
P (T (αP (x ′)+βP (y ′))) =αP (x ′)+βP (y ′).

下面如非特别说明,均设 (X ,K)是一个线性空间.
定义 A.6.3: 线性子空间

设 E ⊂ X ,若 E 依 X 上的加法,数乘运算构成线性空间,则称 E 是 X 的一个线

性子空间.

+ 注
E 是 X 的线性子空间 ⇐⇒ E 对 X 中的加法和数乘运算封闭.
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定义 A.6.4: 线性流形

设 E ⊂ X .若 ∃x0 ∈ X 及线性子空间 E0 ⊂ X 使得

E = E0 +x0 ≜ {x +x0 | x ∈ E0},

则称 E 为一个线性流形(子空间对于某个向量的平移)

命题 A.6.5

线性流形 E 有如下三条等价定义:

(1) E = x0 +E0,其中 x0 ∈ X ,E0 是线性子空间;

(2) ∀x, y ∈ E ,αx + (1−α)y ∈ E .

(3) ∀x1, · · · , xn ∈ E ,
n∑

k=1
αk = 1,都有

n∑
k=1

αk xk ∈ E .

证明. (1) =⇒ (2): 任取 y, z ∈ E , 存在 y0, z0 ∈ E0 使得 y = x0 + y0, z = x0 + z0, 从而

αy + (1−α)z = x0 + (αy0 + (1−α)z0) ∈ E .

(2) =⇒ (3): 使用归纳法证明, n = 1和 n = 2的情形是显然的,现假设对 n 成立.

任取 x1, · · · , xn+1 ∈ E ,
n+1∑
k=1

αk = 1,记

β1 = 2α1x1 + (1−2α1)x2, β2 = (2α1 +2α2 −1)x2 +
n+1∑
k=3

2αk xk ,

根据归纳假设,显然有 β1,β2 ∈ E ,从而
n+1∑
k=1

αk xk = 1
2β1 + 1

2β2 ∈ E .

(3) =⇒ (1): 取 x0 ∈ E , 记 E0 = E − x0, 只需证 E0 是线性子空间. 事实上, 任取

y, z ∈ E ,α,β ∈K,都有 (1−α−β)x0 +αy +βz ∈ E ,从而 α(y − x0)+β(z − x0) = (
(1−α−

β)x0 +αy +βz
)−x0 ∈ E0,E0 是线性子空间.

性质 A.6.6: 线性流形

(1) 设 E ,F 是线性流形,则 E +F = {x + y | x ∈ E , y ∈ F }是线性流形.

(2) 设 {Eα}α∈A 是一族线性流形,若它们的交集不空,则交集
⋂

α∈A
Eα 仍是线性流

形.

证明.
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(1) 任取 z1, z2 ∈ E +F,存在 x1, x2 ∈ E , y1, y2 ∈ F 使得 z1 = x1 + y1, z2 = x2 + y2.故 αz1 +
(1−α)z2 =

(
αx1 + (1−α)x2

)+ (
αy1 + (1−α)y2

) ∈ E +F.

(2) 由线性流形的第二条等价定义易得.

定义 A.6.7: 线性相关与线性无关

设 x1, x2, · · · , xn ∈ X 是 X 中一组向量,若 ∃λ1,λ2, · · · ,λn ∈K且它们不全为 0,使

得

λ1x1 +λ2x2 +·· ·+λn xn = 0,

则称这组向量是线性相关的.若不然,称它们是线性无关的.

定义 A.6.8: 线性基

若 A 是 X 中一个极大线性无关向量组,即 A 中向量线性无关,且 ∀x ∈ X ,x 均

可由 A中向量线性表出,则称 A是 X 的一组线性基.

定义 A.6.9: 维数

线性空间中任意一组线性基的势称为线性空间的维数.

定义 A.6.10: 线性包

设 Λ是一个指标集,{xλ |λ ∈Λ}是 X 中的一族向量,则称集合

{y =α1xλ1 +·· ·+αn xλn |λi ∈Λ,αi ∈K, i = 1,2,3, · · · ,n}

为 {xλ | λ ∈ Λ} 的线性包, 显然线性包是一个线性空间, 而且是包含这族向量

的最小线性子空间. 因此我们称线性包为这族向量张成的线性子空间, 记为

span{xλ |λ ∈Λ}.

定义 A.6.11: 线性和与直和

设 E1,E2 是 X 的子空间,称集合 {x + y | x ∈ E1, y ∈ E2}为 E1,E2 的线性和,记为

E1+E2,任意有限个子空间的线性和可以同理定义.特别的,如果 (E1,E2)中的任

意一对非零向量均线性无关,则称 E1+E2为直和,记作 E1⊕E2. 此时 E1∩E2 = 0,

且 ∀x ∈ E1 ⊕E2, x 有唯一分解 x = x1 +x2, x1 ∈ E1, x2 ∈ E2.
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+ 注
(E1,E2) 中的任意一对非零向量线性无关 ⇐⇒ 零向量的分解方式唯一 ⇐⇒
E1 ∩E2 = 0 且 ∀x ∈ E1 ⊕E2, x 有唯一分解.

A.7 凸集与不动点

定义与基本性质

定义 A.7.1: 凸集

设 X 是线性空间, E ⊂ X ,称 E 为一凸集,如果

λx + (1−λ)y ∈ E , ∀0 ≤λ≤ 1,∀x, y ∈ E .

命题 A.7.2

若 {Eλ |λ ∈Λ}是线性空间 X 中一族凸集,则 ⋂
λ∈Λ

Eλ 也是凸集.

证明. 根据凸集的定义易得.
定义 A.7.3: 凸包和凸组合

设 X 是线性空间, A ⊂ X .若 {Eλ |λ ∈Λ}为 X 中包含 A的一切凸集全体,那么称⋂
λ∈Λ

Eλ 为 A 的凸包, 并记作 co(A). 又对 ∀n ∈ N, x1, x2, · · · , xn ∈ A, 称
n∑

i=1
λi xi 为

x1, x2, · · · , xn 的凸组合,是指其中系数满足 λi ≥ 0,
n∑

i=1
λi = 1.

命题 A.7.4

设 X 是线性空间, A ⊂ X ,那么 A的凸包是 A中元素任意凸组合的全体,即

co(A) =
{

n∑
i=1

λi xi

∣∣∣∣∣ n∑
i=1

λi = 1,λi ≥ 0, xi ∈ A, i = 1,2, · · · ,n,∀n ∈N

}
.

证明. 记右侧集合为 B , 显然 B 是包含 A 的凸集, 因此 co(A) ⊂ B. 设
n∑

i=1
λi xi ∈

B

(
n∑

i=1
λi = 1, xi ∈ A,λi ≥ 0,1 ≤ i ≤ n

)
∈ B , 则由 xi ∈ co(A) 且 co(A) 是凸集知

n∑
i=1

λi xi ∈
co(A),故 B ⊂ co(A).
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定义 A.7.5: Minkowski 泛函

设 X 是线性空间, C 是 X 上含有 0的凸子集,在 X 上规定一个取值于 [0,∞]的

函数

P (x) = inf
{
λ> 0

∣∣∣ x

λ
∈C

}
, ∀x ∈ X

与 C 对应,称函数 P 为 C 的Minkowski泛函.

命题 A.7.6

设 X 是线性空间, C 是 X 上含有 0的凸子集,若 P 为 C 的 Minkowski泛函,则

P 具有下列性质:

(1) P (x) ∈ [0,∞],P (0) = 0;

(2) P (λx) =λP (x) (∀x ∈ X ,∀λ> 0) (正齐次性);

(3) P (x + y) ≤ P (x)+P (y) (∀x, y ∈ X ) (次可加性);

证明. 只需验证 (3). 任取 ε> 0,都有

x

P (x)+ε
,

y

P (y)+ε
∈C

=⇒ x + y

P (x)+P (y)+2ε

= P (x)+ε

P (x)+P (y)+2ε
· x

P (x)+ε
+ P (y)+ε

P (x)+P (y)+2ε
· y

P (y)+ε
∈C ,

故 P (x + y) ≤ P (x)+P (y)+2ε.

定义 A.7.7: 吸收与对称

线性空间 X 中,含有 0的凸集 C 称为是吸收的,如果 ∀x ∈ X ,∃λ> 0,使得 x
λ
∈C ;

称 C 是对称的,如果 x ∈C =⇒ −x ∈C .

命题 A.7.8

C 是吸收凸集 ⇐⇒ 其 Minkowski泛函 P (x)是实值函数;若 C 是对称凸集,则

P (x)是实齐次的,也即

P (αx) = |α|P (x), ∀α ∈R.

证明. 若 C 是吸收凸集,则 ∀x ∈ X ,存在 λ> 0使得 x
λ ∈C ,从而 P (x) ≤λ<∞,故 P (x)
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是实值函数.

若 P (x)是实值函数,则任取 x ∈ X ,取 λ= P (x)+1 > 0,有 x
λ ∈C .

若 C 是对称的,则 P (x) = P (−x),再由正齐次性可得实齐次性.
定义 A.7.9: 均衡

复线性空间 X 的一个子集 C称为是均衡的,是指

x ∈C =⇒ αx ∈C (∀α ∈C, |α| = 1).

命题 A.7.10

设 X 是一个 B∗空间, C 是一个含有 0点的闭凸集.如果 P (x)是C 的Minkowski

泛函，那么 P (x)下半连续并且

αC = {x ∈ X | P (x) ≤α}, ∀α> 0.

此外,若 C 有界,则 P (x) = 0 ⇐⇒ x = 0.若 0 ∈C ◦,那么 C 是吸收的,并且一致连

续.

证明. 若 x ∈αC ,则 x
α
∈C ,故 P (x) ≤α.反之,若 P (x) ≤α,则 x

α+ 1
n
∈C (∀n),由于 C 是

闭集,令 n →∞可得 x
α
∈C ,即 x ∈αC .由 C 为闭集可知,{x ∈ X | P (x) ≤α} =αC 也是

闭集,从而 P 下半连续.

若 C 有界,不妨设 ‖x‖ < M ,∀x ∈C .则 P (x) = 0 =⇒ λx ∈C (∀λ> 0) =⇒ M x
‖x‖ ∈

C =⇒ x = 0.此时 P (x)是一致连续的,因为 P (x)是满足 P (x) = 0 ⇐⇒ x = 0的次线

性泛函.

若 0 ∈C ◦,则存在 r > 0,使得 ‖x‖ ≤ r =⇒ x ∈C .则任取 y ∈ X ,都有 y
1
r ‖y‖ ∈C .此

时 P (x)也是一致连续的,因为

∣∣P (x)−P (y)
∣∣≤ max{P (x − y),P (y −x)} ≤ 2

r

∥∥x − y
∥∥, ∀x, y ∈ X .
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定义 A.7.11: 同胚

设 (X1,‖·‖1), (X2,‖·‖2),若存在双射 f : X1 → X2使得 f 和 f −1都连续,则称 X1, X2

同胚,称 f 为同胚映射.

推论 A.7.12

若 C 是 Rn 中的一个非空紧凸子集,则必存在正整数 m ≤ n,使得 C 同胚于 Rm

中的闭单位球.

证明. 由于 Rn 中的线性变换和平移变换均为同胚映射, 因此不妨设 0 ∈ C ◦ 并且

span(C ) = Rn (否则取 x ∈ C , 并记 C ′ = C − x , 此时 0 ∈ C ′. 再记 E = span(C ′), 维数

为 m, 必存在可逆线性变换 L 使得 e1, · · · ,em ∈ L(C ′) ⊂ L(E). 此时由 L(C ′) 的凸性,
1

2m

m∑
i=1

ei ∈ L(C ′).记 C ′′ = L(C ′)− 1
2m

m∑
i=1

ei 3 0,则当
m∑

i=1
|xi |2 ≤ 1

4m2 时有

x =
(

1−
m∑

i=1

(
1

2m
+xi

))
·0+

m∑
i=1

(
1

2m
+xi )ei − 1

2m

m∑
i=1

ei ∈C ′′,

因此 0 ∈C ′′◦,在 L(E)上考虑 C ′′ 即可).

下面证明

f (x) =


P (x)x
|x| , x ∈C \ {0}

0, x = 0

是从 C 到 D = {|x| ≤ 1}的同胚映射.

首先,由 x ∈ C ⇐⇒ P (x) ≤ 1可知
∣∣ f (x)

∣∣ ≤ 1,因此 f 的确是从 C 到 D 的映射.

令

g (y) =


|y|y
P (y) , 0 < ∣∣y

∣∣≤ 1

0, y = 0
,

不难验证 f (g (y)) = y, g ( f (x)) = x,因此 f 是双射且 g = f −1.

其次证明 f 连续. 由 P (x)连续知当 x 6= 0时 f (x)连续,当 x = 0时,

xn → 0 =⇒ P (xn) → 0 =⇒ lim
n→∞

∣∣∣∣P (xn)xn

|xn |
∣∣∣∣= lim

n→∞P (xn) = 0,
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因此在 0处 f (x)也连续.

最后证明 g 连续. 当 y 6= 0时 g 也显然连续. 当 y = 0时,设 |x| < R,∀x ∈C .则
Rx
|x| 6∈C =⇒ P (x) ≥ |x|

R (∀x ∈C ),故

yn → 0 =⇒ lim
n→∞

∣∣∣∣
∣∣yn

∣∣yn

P (yn)

∣∣∣∣≤ lim
n→∞

∣∣yn
∣∣2

|yn|
R

= R lim
n→∞

∣∣yn
∣∣= 0,

因此 g 连续.

Brouwer与 Schauder不动点定理
定理 A.7.13: Brouwer 不动点定理

设 B 是 Rn 中的闭单位球,又设 T : B → B 是一个连续映射,那么 T 必有一个不

动点 x ∈ B .

证明. 该定理属于拓扑的内容,在此不作讨论.
推论 A.7.14

设 C 是有限维赋范线性空间 X 中的一个紧凸子集, T : C → C 是连续的, 则 T

必有一个在 C 上的不动点.

证明. 设 φ是从 C 到 Rm 中闭单位球 B 的同胚映射. 则 Tφ =φ◦T ◦φ−1 是从 B 到本

身的连续映射,则必存在 x ∈ B 使得 Tφ(x) = x,从而 T (φ−1(x)) =φ−1(x), φ−1(x)是 T

的不动点.
定理 A.7.15: Schauder 不动点定理

设 C 是 B∗空间 X 中的闭凸子集, T : C →C 连续且 T (C )列紧，则 T 在 C 上必

有一个不动点.

证明. 由 T (C )列紧知,对任意的 n ≥ 1,存在 T (C )的有限 1
n 网 Nn 使得

T (C ) ⊂ ⋃
y∈Nn

B

(
y,

1

n

)
.
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记 En = span(Nn)为有限维子空间. 令 Tn : C → co(Nn)满足

Tn(x) =

∑
y∈Nn

(∥∥T x − y
∥∥+1

)
X iB(y, 1

n )(T x)y∑
y∈Nn

(∥∥T x − y
∥∥+1

)
χB(y, 1

n )(T x)
.

则显然有

‖T (x)−Tn(x)‖ ≤

∑
y∈Nn

(∥∥T x − y
∥∥+1

)
χB(y, 1

n )(T x)
∥∥T (x)− y

∥∥
∑

y∈Nn

(∥∥T x − y
∥∥+1

)
χB(y, 1

n )(T x)
≤ 1

n
, ∀x ∈C .

注意到 co(Nn)是有限维空间 En 中的有界闭凸集 (紧凸集), Tn : co(Nn) → co(Nn)连

续 (
∥∥Tn(x)−Tn(x ′)

∥∥≤ ∥∥x −x ′∥∥,∀x, x ′ ∈C ),则存在 xn ∈ co(Nn)使得 Tn(xn) = xn .由于

T (C )是列紧的,存在子列 {xnk }使得 T (xnk ) → x ∈C .此外,

∥∥x −xnk

∥∥= ∥∥x −Tnk (xnk )
∥∥≤ ∥∥x −T (xnk )

∥∥+∥∥T (xnk )−Tnk (xnk )
∥∥

≤ ∥∥x −T (xnk )
∥∥+ 1

nk
→ 0, k →∞.

因此 xnk → x,再由 T 的连续性,T (xnk ) → T (x),从而

∥∥T (x)−Tnk (xnk )
∥∥≤ ∥∥T (x)−T (xnk )

∥∥+∥∥T (xnk )−Tnk (xnk )
∥∥

≤ ∥∥T (x)−T (xnk )
∥∥+ 1

nk
→ 0, k →∞.

最后,在 Tnk (xnk ) = xnk 等式两端令 k →∞可得 T (x) = x,也即 x 是 C 的不动点.
定义 A.7.16: 紧映射

设 X 是 B∗空间, E 是 X 的一个子集，称映射 T : E → X 是紧的,如果它是连续

的,并且把 E 中的任意有界集映为 X 中的列紧集.

推论 A.7.17

设 C 是 B∗空间 X 中的有界闭凸子集, T : C →C 是紧的,则 T 在 C 上必有不动

点.
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证明. 由 T 是紧映射, C 有界知 T (C )列紧,从而由 Schauder不动点定理知 T 在 C 上

存在不动点.

应用

定理 A.7.18: Caratheodory 定理

假设函数 f (t , x)在 [−h,h]×[ξ−b,ξ+b]上连续,
∣∣ f (t , x)

∣∣≤ M(∀|t | ≤ h, |x −ξ| ≤ b,

那么当 h ≤ b
M 时，方程的初始值问题

x ′(t ) = f (t , x(t ))

x(0) = ξ

在 [−h,h]上存在解 x(t ).

证明. 只需证明积分方程

x(t ) = ξ+
∫t

0
f (s, x(s))ds

在 t ∈ [−h,h]上存在连续解 x(t ). 记

X = {x ∈C ([−h,h]) : |x(t )−ξ| ≤ b,∀|t | ≤ h},

并令 T : X →C ([−h,h])满足

T x(t ) = ξ+
∫t

0
f (s, x(s))ds,∀|t | ≤ h, x ∈C ([−h,h]).

下面证明 T 在 X 上存在不动点. X 显然是有界闭凸集,并且由

|T x(t )−ξ| =
∣∣∣∣∫t

0
f (s, x(s))ds

∣∣∣∣≤ hM ≤ b, ∀|t | ≤ h, x ∈ X

知 T : X → X .注意到

∣∣T x(t )−T x(t ′)
∣∣= ∣∣∣∣∫t

t ′
f (s, x(s))ds

∣∣∣∣≤ M
∣∣t − t ′

∣∣, ∀t , t ′ ∈ [−h,h], x ∈ X ,
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故 T (X )等度连续,并且 T (X )显然一致有界,由 Arzela-Ascoli定理可得 T (X )列紧,再

由 Schauder不动点定理得 T 在 X 上存在不动点,也即初值问题有解.

A.8 紧算子的不变子空间与紧算子结构

不变子空间

定义 A.8.1: 不变子空间

设 X 为 Banach空间, M 是 X 的子空间, A ∈ L(X ).若 A(M) ⊂ M ,则称 M 是 A

的不变子空间.

命题 A.8.2

设 X 是 Banach空间, A ∈ L(X ),则

(1) {0}和 X 都是 A的不变子空间.

(2) 若 M 是 A的不变子空间,则 M 也是 A的不变子空间.

(3) 若 λ ∈σp (A),即 λ是 A的特征值,则 N (λI − A)是 A的不变子空间.

(4) ∀y ∈ X ,若记 Ly ≜ {P (A)y : P 是任意多项式},则 Ly 是 A的不变子空间.

证明. 显然.
定理 A.8.3

若 dimX ≥ 2,则 ∀A ∈C(X ), A必有非平凡闭不变子空间.

证明. 不妨设 dimX = ∞, A 6= 0 且 σp (A) \ {0} = ∅(否则定理显然成立). 由定理3.3.1,

σ(A) = {0}.若 A没有非平凡闭不变子空间,则

Ly = X , ∀y ∈ X \ {0}.

不妨设 ‖A‖ = 1,那么存在 x0 ∈ X 使得

‖Ax0‖ > 1 且 ‖x0‖ > 1.

令 C ≜ AB(x0,1),则 C 是紧集并且 0 6∈ C . ∀y0 ∈ C ,由于 Ly0 = X ,存在关于 A 的多项



· 242 · 附录 A 补充内容

式算子 Ty0 使得 ∥∥Ty0 y0 −x0
∥∥< 1,

从而由 δy0 > 0使得 ∥∥Ty0 y −x0
∥∥< 1, ∀y ∈ B(y0,δy0 ).

由于 C 是紧集,存在有限覆盖

C ⊂
n⋃

i=1
B(yi ,δi ), 其中δi ≜ δyi (i = 1, · · · ,n).

从而 ∀y ∈C ,存在 i1 使得 ∥∥Ti1 y −x0
∥∥< 1.

上式蕴含 Ti1 y ∈ B(x0,1),故 ATi1 y ∈C ,因此存在 i2 使得

∥∥Ti2 ATi1 y −x0
∥∥< 1.

由于 Ti1 和 Ti2 都是 A的多项式,因此可交换,即

∥∥Ti2 Ti1 Ay −x0
∥∥< 1.

以此类推,有

∥∥∥∥∥k+1∏
j=1

Ti j (Ak y)−x0

∥∥∥∥∥< 1 =⇒
∥∥∥∥∥k+1∏

j=1
Ti j (Ak y)

∥∥∥∥∥> ‖x0‖−1.

记 µ= max
1≤i≤n

‖Ti‖ > 0,则

‖x0‖−1 ≤µk+1
∥∥∥Ak y

∥∥∥,

因此
1

µ

(‖x0‖−1

µ
∥∥y

∥∥
) 1

k ≤
(∥∥Ak y

∥∥
y

) 1
k

) ≤
∥∥∥Ak

∥∥∥ 1
k

.

在上式中令 k →∞,根据 Gelfand定理, 0 < 1
µ
≤ rσ(A) = 0,矛盾.



A.8 紧算子的不变子空间与紧算子结构 · 243 ·

紧算子的结构

命题 A.8.4

设 X 是赋范空间, T ∈ L(X ).则

{0} ⊂ N (T ) ⊂ N (T 2) ⊂ ·· · ⊂ N (T k ) ⊂ ·· · ,

X ⊃ R(T ) ⊃ R(T 2) ⊃ ·· · ⊃ R(T m) ⊃ ·· · .

并且一旦有 N (T k ) = N (T k+1), 就有 N (T n) = N (T k ),∀n > k; 一旦有 R(T m) =
R(T m+1),就有 R(T n) = R(T m),∀n > m.

证明. 第一部分的包含关系是显然的. 对于第二部分,若 N (T k ) = N (T k+1),则

x ∈ N (T k+2) =⇒ T k+1(T x) = 0 =⇒ T x ∈ N (T k+1) = N (T k )

=⇒ T k+1x = T k (T x) = 0 =⇒ x ∈ N (T k+1) = N (T k ),

因此可以递推地得到 N (T n) = N (T k ),∀n > k.

若 R(T m) = R(T m+1),则 ∀T m+2x ∈ R(T m+2),存在 y ∈ X 使得 T m y = T m+1x,从

而 T m+2x = T m+1 y ∈ R(T m+1) = R(T m),故 R(T n) = R(T m),∀n > m.

定义 A.8.5: 零链长和像链长

设 T ∈ X ,则使得 N (T p ) = N (T p+1)成立的最小整数 p 称为 T 的零链长,记为

p(T ).使得 R(T q ) = R(T q+1)成立的最小整数 q 为像链长,记为 q(T ).

+ 注
为了方便起见, 记 N (T 0) = {0},R(T 0) = X .

定义 A.8.6: 余维数

设 M ⊂ X 是一个闭子空间,称

codimM ≜ dim(X /M)

为 M 的余维数.
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定理 A.8.7

设 A ∈C(X ),T = I − A,则

dimN (T ) = codimR(T ) <∞.

证明. 由 Riesz-Fredholm定理 (定理3.2.5)证明过程的第四步可知,

X = N (T )⊕X1 = span{yk }n
1 ⊕R(T ), n = dimN (T ).

因此

codimR(T ) = dim(span{yk }n
1 ) = n = dimN (T ).

引理 A.8.8

设 A ∈C(X ),T = I − A.则 p = q <∞,其中 p, q 分别为 T 的零链长和像链长.

证明. 首先证明 q <∞.反设 q =∞,则 R(T k+1) á R(T k ),∀k ≥ 0.注意到

I −T k = I − (I − A)k = I −
k∑

j=0

(
k

j

)
(−A) j =−

(
k∑

j=1

(
k

j

)
(−1) j A j−1

)
A ∈C(X ),

故由定理3.2.2知每个 R(T k )都是闭线性空间. 因此根据 Riesz引理 (引理1.5.11)知,存

在 xk ∈ R(T k ) \ R(T k+1)使得

ρ(xk ,R(T k+1)) ≥ 1

2
且 ‖xk‖ = 1.

但是由于 T xk −xk+ j +T xk+ j ∈ R(T k+1),

∥∥Axk − Axk+ j
∥∥= ∥∥xk −

(
T xk −xk+ j +T xk+ j

)∥∥≥ 1

2
,

与 A是紧算子矛盾.
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下面证明 p = q.由定理A.8.7知,

dimN (T q ) = codimR(T q ) = codimR(T q+1) = dimN (T q+1),

因此 p ≤ q.同理可得 p ≥ q,因此 p = q.

定理 A.8.9

设 A ∈ C(X ),T = I − A,则存在 p ≥ 0使得 X = N (T p )⊕R(T p ),并且 T1 ≜ T
∣∣
R(T p )

存在有界线性逆算子.

证明. 取 p 为 T 的零链长,由上一引理,这也是 T 的像链长.

首先证明 N (T p )+R(T p )是直和,也即 N (T p )∩R(T p ) = {0}.设 x ∈ N (T p )∩R(T p ),

则存在 y ∈ X 使得 x = T p y, 并且 T p x = 0. 因此 T 2p y = T p x = 0, 也即 y ∈ N (T 2p ) =
N (T p ),故 x = T p y = 0.

下面证明 X = N (T p )⊕R(T p ).任取 x ∈ X ,由于

T p x ∈ R(T p ) = R(T 2p ),

因此存在 u ∈ X 使得 T 2p u = T p x.此即 T p (x−T p u) = 0,从而 x−T p u ∈ N (T p ),T p u ∈
R(T p ).

最后证明 T1 ≜ T
∣∣
R(T p )存在有界线性逆算子. 注意到R(T1) = T (R(T p )) = R(T p+1) =

R(T p ) = D(T1), 因此 T1 是满射. 此外, 若 T1x = 0, x ∈ R(T p ), 则存在 y ∈ X 使得

x = T p y, 故 T1x = T p+1 y = 0 =⇒ y ∈ N (T p+1) = N (T p ) =⇒ x = T p y = 0 =⇒ T1 是

单射. 由 Banach逆算子定理, T1 存在有界逆.
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A.9 Lebesgue微分定理

定义 A.9.1

设 1 ≤ p ≤∞,记 Lp
loc(Rn)为满足

∫
K

∣∣ f (x)
∣∣p dx <∞, ∀紧集 K ⊂Rn

的可测函数 f 全体.

定义 A.9.2: Harddy-Littlewood 极大函数

设 f 为 Rn 上的可测函数,记

M( f )(x) = sup
r>0

1

B(x,r )

∫
B(x,r )

| f (y)|dy,

并称为Hardy-Littlewood极大函数.

定理 A.9.3: Lebesgue 微分定理

设 f ∈ Lp
loc(Rn), 1 ≤ p ≤∞,则

lim
r→0

1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

| f (y)− f (x)|dy = 0 a.e.

证明. 该定理的证明将分为七步进行.

第一步. 设 E 为 Rn 中的可测集, {Bα}α∈A 为 Rn 中的一族覆盖 E 的有界开球.则存在

互不相交的至多可数个 {Bα}α∈A 中的开球 B1,B2, · · · ,使得

∞∑
k=1

m(Bk ) ≥ 5−nm(E). (∗)

证明. 取 B1 使得

diamB1 ≥ 1

2
supdiam{Bα : α ∈ A},
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并取 Bk (k > 1)使得

diamBk ≥ 1

2
supdiam{Bα : α ∈ A且Bα 与B1, · · · ,Bk−1 互不相交}.

若
∞∑

n=1
m(Bk ) =∞,则 (∗)式显然成立.若

∞∑
n=1

m(Bk ) <∞,则 m(Bk ) → 0.记与 Bk 有相

同中心点但是半径扩大至 5倍的开球为 B∗
k ,此时必有

Bα ⊂
∞⋃

k=1
B∗

k , ∀α ∈ A.

否则,若 Bα 是不满足上述条件的开球,则存在 k 使得 diamBk+1 < 1
2 diamBα.从而

diamBα > 2diamBk+1

≥supdiam{Bα : α ∈ A且Bα 与B1, · · · ,Bk−1 互不相交},

故 Bα 必与某个 Bk 相交,也就包含于某个 B∗
k ,矛盾.从而

m(E) ≤ m(
⋃
α∈A

Bα) ≤ m(
∞⋃

k=1
B∗

k ) = 5n
∞∑

k=1
m(Bk ).

第二步. 设 f ∈ L1(Rn),则存在仅与 n 有关的常数 A使得

m({x : M f (x) >α}) ≤ A

α
‖ f ‖1, ∀α> 0.

证明. 给定 α> 0,记 Eα = {x : M f (x) >α}, λ(α) = m(Eα).任取 x ∈ Eα,则存在 rx > 0使

得 ∫
B(x,rx )

| f (y)|dy >αB(x,rx),

并且 Eα = ⋃
x∈Eα

B(x,rx).从而由第一步知,存在互不相交的开球 B1,B2, · · · ,Bk , · · · ,使得

∞∑
k=1

m(Bk ) ≥ 5−nm(Eα).
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故

‖ f ‖1 ≥
∞∑

k=1

∫
Bk

| f (y)|dy >α
∞∑

k=1
Bk ≥ 5−nαm(Eα).

第三步. 设 f ∈ Lp (Rn), 1 < p ≤∞,则存在仅与 n 和 p 有关的常数 Ap 使得

‖M f ‖p ≤ Ap‖ f ‖p .

证明. 若 p <∞,令

fα(x) =


f (x), | f (x)| ≥ α

2

0, | f (x)| < α
2

,

则 fα ∈ L1 且 | f | ≤ | fα|+ α
2 .从而由第二步

m(Eα) = m({x : M f (x) >α})

≤m({x : M fα(x) > α

2
})

≤2A

α
‖ fα‖1 = 2A

α

∫
| f |>α

2

| f |.

记 λ(α) = m(Eα),则

‖M f ‖p
p =−

∫∞

0
αp dλ(α) = p

∫∞

0
αp−1λ(α)dα

≤p
∫∞

0
αp−1 2A

α

∫
| f |>α

2

| f (x)|dxdα

=2Ap
∫
Rn

| f (x)|
∫2| f (x)|

0
αp−2dαdx

=2Ap
∫
Rn

| f (x)| · (2| f (x)|)p−1

p −1
dx

=2p Ap

p −1
‖ f ‖p

p .

若 p =∞,显然有

M f (x) ≤ ‖ f ‖∞ =⇒ ‖M f ‖∞ ≤ ‖ f ‖∞.
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第四步. 设 f ∈ Lp (Rn), 1 < p <∞,则存在仅与 n 和 p 有关的常数 Cp 使得

m({x : M f (x) >α}) ≤
(

Cp

α
‖ f ‖p

)p

, ∀α> 0.

证明. p = 1的情形由第二步易知,若 p > 1,由第三步,

(
Ap‖ f ‖p

)p ≥ ‖M f ‖p
p ≥

∫
M f >α

(M f )p ≥αp m({x : M f (x) >α}).

第五步. 设 f ∈ Lp (Rn), 1 ≤ p ≤∞,则

lim
r→0

1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

f (y)dy = f (x) a.e.

证明. 若 p <∞,记
Ar f (x) = 1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

f (y)dy.

给定 ε> 0,取 g ∈ Lp (Rn)∩C (Rn)使得 ‖ f − g‖p < ε.由 g 的连续性可知,任取 x ∈ Rn ,

δ> 0,存在 r > 0使得当 |x − y | < r 时都有 |g (x)− g (y)| < δ.从而

|Ar g (x)− g (x)| ≤ 1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

|g (y)− g (x)|y < δ,

令 r → 0并由 δ的任意性知当 r → 0时 Ar g (x) → g (x).故

limsup
r→0

|Ar f (x)− f (x)|

≤ limsup
r→0

(|Ar ( f − g )(x)|+ |Ar g (x)− g (x)|+ |g (x)− f (x)|)

≤M( f − g )(x)+| f − g |(x).

此外由第四步知,

{x : M( f − g )(x) >α} ≤
(

Cp

α
‖ f − g‖p

)p

≤
(

Cpε

α

)p

.
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若记

Fα = {x : limsup
r→0

|Ar f (x)− f (x)| >α},

Gα = {x : M( f − g )(x) >α},

Hα = {| f − g |(x) >α},

则 Fα ⊂G α
2
∪H α

2
.注意到 αp m(Hα) ≤∫

Rn | f − g |p ≤ εp ,从而

m(Fα) ≤ m(G α
2

)+m(H α
2

) ≤
(

2Cpε

α

)p

+
(

2ε

α

)p

.

由 ε的任意性可知, m(Fα) = 0, α> 0,此情形得证.

若 p =∞,任取 ε> 0,存在 g ∈ L∞(Rn)∩C (Rn)使得 ‖ f −g‖∞ < ε.与上一种情形

类似的讨论可知,

limsup
r→0

|Ar f (x)− f (x)‖

≤M( f − g )(x)+| f − g |(x)

≤‖ f − g‖∞+| f − g |(x) ≤ ε+| f − g |(x).

此外,注意到 | f − g |(x) ≤ ‖ f − g‖∞ < ε a.e.,证毕.

第六步. 设 f ∈ Lp
loc(Rn), 1 ≤ p ≤∞,则

lim
r→0

1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

f (y)y = f (x) a.e.

证明. 任取 Rn 中紧集 K ,存在正整数 N 使得 K ⊂ [−N , N ]n ,则 f χ[−N ,N ]n ∈ Lp (Rn).记

JN = {x : Ar ( f χ[−N ,N ]n )(x) 6→ f (x)}.由第五步知, m(JN ) = 0,从而

m({x : Ar f (x) 6→ f (x)}) ≤
∞∑

N=1
m(JN ) = 0.
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第七步. 设 f ∈ Lp
loc(Rn), 1 ≤ p ≤∞,则

lim
r→0

1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

| f (y)− f (x)|y = 0 a.e.

证明. 任取 c ∈Q, | f − c| ∈ Lp
loc(Rn).由第五步,

lim
r→0

1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

| f (y)− c|y = | f (x)− c| a.e.

记使得上式不成立的点所成集合为 Lc ,则 m(Lc ) = 0, ∀c ∈Q.又记 L = ⋃
c∈Q

Lc ,则根据

有理数集的可数性知 m(L) = 0.任取 ε> 0,存在 c ∈Q使得 | f (x)− c| < ε,故

limsup
r→0

1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

| f (y)− f (x)|y

≤ lim
r→0

1

m(B(x,r ))

∫
B(x,r )

(| f (y)− c|+ |c − f (x)|)y

=2| f (x)− c| ≤ 2ε a.e.,

最后由 ε的任意性即得.
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B.1 度量空间

B.1.1 压缩映像原理

� 题目1.1.1. 证明：完备度量空间的闭子集是一个完备的子空间，而任一度量空间中

的完备子空间必是闭子集.

解答. 设 X 是一个完备度量空间, X1 是它的子空间. 若 X1 是闭集,设 xn 是 X1 中的

基本列,则必然收敛于 X 中的点 x ,由闭集定义知 x ∈ X1,因此 X1 中的基本列收敛,

X1 是完备空间.

反之,若 X1 是完备的,设 xn 为 X1 中的点列,收敛于 X 中的点 x ,则当 n →∞
时对任意的 p 都有 ρ(xn , xn+p ) ≤ ρ(xn , x)+ρ(xn+p , x) → 0,故 xn 是基本列.

� 题目1.1.2. 设 f 是定义在 [a,b] 上的二次连续可微实值函数,x̂ ∈ (a,b) 使得 f (x̂) =
0, f ′(x̂) 6= 0.求证:存在 x̂ 的邻域U (x̂),使得 ∀x0 ∈U (x̂),迭代序列

xn+1 = xn − f (xn)

f ′(xn)
(n = 0,1,2, · · · )

是收敛的,并且

lim
n→∞xn = x̂.

解答. 令 φ(x) = x − f (x)
f ′(x) ,则 φ′ = f f ′′

( f ′)2 .由 f (x̂) = 0, f ′(x̂) 6= 0且 f 二次连续可微知存在

r > 0使得

|φ(y)| < 1

2
, ∀|y − ŷ | ≤ δ.

252
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由微分中值定理,

|φ(x)−φ(y)| = |φ′(θx + (1−θ)y)| · |x − y | ≤ 1

2
|x − y |, ∀x, y ∈ [x̂ − r, x̂ + r ].

此外,∀|x − x̂| ≤ r,

|φ(x)− x̂| = |φ(x)−φ(x̂)| = |φ(θx + (1−θ)x̂)| · |x − x̂| ≤ |x − x̂| ≤ r.

因此 φ是度量空间 ([x̂ − r, x̂ + r ], | · |)上的压缩映射, xn → x̂.

� 题目1.1.3. 设 (H ,ρ)是度量空间,映射 T : H → H 满足

ρ(T x,T y) < ρ(x, y) (∀x 6= y),

并已知 T 有不动点,求证:此不动点是唯一的.

解答. 设 x 6= y 都是 T 的不动点,则

ρ(x, y) = ρ(T x,T y) < ρ(x, y),

矛盾.

� 题目1.1.4. 设 T 是度量空间上的压缩映射,求证:T 是连续的.

解答. 若 xn → x0,则 ρ(T xn ,T x0) ≤αρ(xn , x0) → 0.

� 题目1.1.5. 设 T 是压缩映射,求证: T n 也是压缩映射,并且说明逆定理不一定成立.

解答. 若存在 α ∈ [0,1]使得对任意的 x, y 都有 ρ(T x,T y) ≤αρ(x, y),则 ρ(T n x,T n y) ≤
αnρ(x, y),因此 T n 也是压缩映射.

反例:在度量空间 (R2,‖ ·‖∞)中 A =
0 0

0 1

不是压缩映射,但 A2 = 0是.

� 题目1.1.6. 设M是 (Rn ,ρ)中的有界闭集,映射 T : M → M满足:ρ(T x,T y) < ρ(x, y)(∀x, y ∈
M , x 6= y).求证:T 在 M 中存在唯一不动点.

解答. 显然 ρ(x,T x)是 M 上的连续函数,则由 M 是 Rn 中的有界闭集知存在 x0 ∈ M
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使得

ρ(x0,T x0) = inf
x∈M

ρ(x,T x).

则 x0 一定是唯一不动点 (由题目 1.1.3知不动点至多一个),否则

ρ(x0,T x0) ≤ ρ(T x0,T 2x0) < ρ(x0,T x0).

� 题目1.1.7. 对于积分方程

x(t )−λ

∫1

0
e t−s x(s)ds = y(t ),

其中 y(t ) ∈C [0,1]为一给定函数,λ为常数,|λ| < 1,求证:存在唯一解 x(t ) ∈C [0,1].

解答. 记 T x(t ) = y(t )+λ
∫1

0 e t−s x(s)ds.在 C [0,1]上定义度量

ρ(x1, x2) = sup
t∈[0,1]

e−t |x1(t )−x2(t )|, ∀x1, x2 ∈C [0,1].

任取 x1 6= x2 ∈C [0,1],则

ρ(T x1,T x2) = sup
t∈[0,1]

|λ
∫1

0
e−s(x1(s)−x2(s)

)
ds| ≤ |λ|ρ(x1, x2),

因此 T 是 C [0,1]上的压缩映射,有唯一不动点 x ∈C [0,1],也就是积分方程的唯一解.

B.1.2 完备化

� 题目1.2.1. 令 S 为一切实 (或复)数列

x = (ξ1, · · · ,ξn , · · · )

组成的集合,在 S 中定义距离为

ρ(x, y) =
∞∑

k=1

1

2k
· |ξk −ηk |

1+|ξk −ηk |
,

其中 x = (ξ1, · · · ), y = (η1, · · · ).求证: S 为一个完备的度量空间.
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解答. ρ显然满足正定性和对称性,三角不等式由

x + y

1+x + y
≤ x

1+x
+ y

1+ y
, ∀x, y ≥ 0

立即得到.

下面证明完备性: 设 x(n) 是 S 中的一个基本列,则对任意的 k 都有

lim
m,n→∞

1

2k
· |x(m)

k −x(n)
k |

1+|x(m)
k −x(n)

k |
≤ lim

m,n→∞ρ(x(m), x(n)) = 0,

因此不难得出对每个 k, {x(n)
k }都是R(C)中的基本列,从而收敛于 xk .记 x = (x1, x2, · · · ),

只需证明 x(n) → x.任取 ε> 0,存在 m 使得
∑m

1
1

2k < ε.并且存在 N 使得当 n > N 时

都有

|x(n)
k −xk | ≤ ε, 1 ≤ k < m.

从而

ρ(x(n), x) = ∑
k<m

1

2k
· |x(n)

k −xk |
1+|x(n)

k −xk |
+ ∑

k≥m

1

2k
· |x(n)

k −xk |
1+|x(n)

k −xk |

≤ ∑
k<m

|x(n)
k −xk |

2k
+ ∑

k≥m

1

2k
≤ 2ε,

因此 x(n) → x.

� 题目1.2.2. 在一个度量空间 (X ,ρ)上,求证:基本列是收敛列,当且仅当存在一串收敛

子列.

解答. 只需证充分性. 设 {xn}是基本列,且有收敛于 x 的子列 {xnk },则

ρ(xk , x) ≤ ρ(xnk , xk )+ρ(xnk , x) → 0, k →∞,

xn 也收敛到 x.
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� 题目1.2.3. 设 F 是只有有限项不为 0的实数列全体,在 F 上引进距离

ρ(x, y) = sup
k≥1

|ξk −ηk |,

其中 x = {ξk } ∈ F, y = {ηk } ∈ F,求证: (F,ρ)不完备,并指出它的完备化空间.

解答. 反例: 令 x(k) = {1, 1
2 , · · · , 1

k ,0,0, · · · },则 x(k) → { 1
n }∞1 6∈ F.

F 的完备化空间是所有收敛于 0 的实数列全体 M . 设 (F1,ρ1) 为 (F,ρ) 中的

基本列等价类组成的完备化空间, 下面证明 (F1,ρ1) 与 (M ,ρ) 等距同构. 构造映射

σ : M → F1.设 {xn} ∈ M ,记 x(k) = {x1, · · · , xk ,0, · · · },则

ρ(x(k), x(k+p)) = sup
k+1≤n≤k+p

|xn |→ 0, k →∞,∀p,

因此 x(k) 为 F 中的基本列. 令 σ({xn}) = {x(k)} ∈ M ,则

ρ1(σ({xn}),σ({yn})) = ρ1({x(k)}, {y (k)}) = lim
k→∞

ρ(x(k), y (k))

= lim
k→∞

sup
1≤n≤k

|xn − yn | = sup
n≥1

|xn − yn | = ρ({xn}, {yn}), ∀{xn}, {yn} ∈ M ,

并且显然 σ是满射,因此 σ是一个等距同构映射, M 和 F 等距同构.

� 题目1.2.4. 求证: [0,1]上的多项式全体按距离

ρ(p, q) =
∫1

0
|p(x)−q(x)|dx, p, q ∈ P [0,1]

是不完备的,并指出它的完备化空间.

解答. 由Weierstrass逼近定理,任取 f ∈C [0,1],存在 pn ∈ P [0,1]在 [0,1]上一致收敛

到 f ,从而按 ρ收敛到 f ,从而 (P [0,1],ρ)不完备.

P [0,1]的完备化空间为 L1[0,1].

首先证明 L1[0,1]是完备的. 设 { fn}为 L1[0,1]中的基本列,则由 Chebyshev不

等式知 { fn}依测度 Cauchy,从而在紧集 [0,1]上 { fn}几乎处处收敛到 f .由于 fn 为
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基本列,存在 N 使得 n > N 时

∫1

0
| fn − fN | ≤ 1 =⇒

∫1

0
| fn | ≤

∫1

0
| fn − fN |+

∫1

0
| fN | ≤ 1+

∫1

0
| fN |,∀n > N .

故根据 Fatou引理

∫1

0
| f | ≤ liminf

n→∞

∫1

0
| fn | <∞ =⇒ f ∈ L1[0,1].

从而从某项开始 | fn | ≤ 2| f |且 2| f | ∈ L1[0,1],由 Lebesgue控制收敛定理,

ρ( f , fn) =
∫1

0
| f − fn |→ 0 =⇒ fn → f ∈ L1[0,1],

因此 L1[0,1]是完备的.

下面证明 P [0,1]在 L1[0,1]中稠密. 事实上由于 P [0,1]在 C [0,1]中稠密,只需

证明 C [0,1]在 L1[0,1]上稠密. 设 f ∈ L1[0,1].则必有 ‖ f ‖∞ = inf{α≥ 0 : m({| f | >α}) =
0} <∞.由 Lusin定理,存在 g ∈C [0,1]和闭集 F ⊂ [0,1]满足m([0,1]\F ) < ε

2‖ f ‖∞ ,使得

g |F = f |F 并且 g (x) ≤ f (x),∀x ∈ [0,1]. 故

ρ( f , g ) =
∫1

0
| f − g | =

∫
[0,1]\F

| f − g | ≤ ε

2‖ f ‖∞
·2‖ f ‖∞ = ε,

从而 C [0,1]在 L1[0,1]中稠密.

� 题目1.2.5. 在完备度量空间 (X ,ρ)中给定点列 {xn},如果 ∀ε> 0,存在基本列 {yn},使

得

ρ(xn , yn) < ε, ∀n ∈N,

求证: {xn}收敛.

解答. 任取 ε> 0,存在基本列 {yn}使得 ρ(xn , yn) < ε,∀n.从而

ρ(xm , xn) ≤ ρ(xm , ym)+ρ(ym , yn)+ρ(yn , xn) ≤ 2ε+ρ(ym , yn),

在上式中令 m,n →∞,再由 ε的任意性知 xn 是基本列,从而收敛.
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B.1.3 列紧集

� 题目1.3.1. 在完备的度量空间中求证:子集 A 列紧的充要条件是对 ∀ε> 0,存在 A 的

列紧的 ε网.

解答. 充分性显然,下面证明必要性: 设 {xn}为 A 中的点集. 在 A 的列紧的 1网中存

在点列 {yn}使得 ρ(xn , yn) < 1,∀n,根据列紧性可知有子列 {y (1)
n }收敛于 y (1),因此从

某项开始 (不妨设是第一项)都有 ρ(y (1)
n , y (1)) ≤ 1.从而

ρ(x(1)
n , y (1)) ≤ ρ(x(1)

n , y (1)
n )+ρ(y (1)

n , y (1)) ≤ 1+1 = 2,∀n.

如此递归可以得到

ρ(x(k)
n , y (k)) ≤ 2

k
,∀k.

从而

ρ(x(n+p)
n+p , x(n)

n ) ≤ ρ(x(n+p)
n+p , y (n))+ρ(y (n), x(n)

n ) ≤ 4

n
→ 0,

{x(n)
n }是基本列,根据完备性知也是收敛列.

� 题目1.3.2. 在度量空间中求证:紧集上的连续函数必是有界的,并且达到它的上下确

界.

解答. 设 (X ,ρ)是度量空间,M 是 X 的紧子集, f : M → R连续. 任取 f (M)中的点列

{ f (xn)},存在 {xn}的子列 {xnk }收敛到 M 中的点 x,从而根据函数的连续性, { fnk }收

敛到 u(M)中的点 f (x),故 f (M)也是紧的,因此是有界闭集. 记

m = inf
x∈M

f (x),

由于 f (M)有界,因此 m ∈ R,存在 M 中的点列 {yn}使得 f (yn) → m,从而存在子列

{ynk }收敛于 M 中的点 y,且 f (y) = limk f (ynk ) = m.令 g =− f ,则 g 的下确界也能取

到,也就是 f 上确界能够达到.

� 题目1.3.3. 在度量空间中求证:完全有界的集合是有界的,并通过 l 2的子集 E = {ek }∞1 ,
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其中

ek = {0,0, · · · ,0,1︸ ︷︷ ︸
k

,0, · · · },

来说明一个集合可以是有界但不完全有界的.

解答. 设 (X ,ρ)为度量空间, A是 X 的一个完全有界子集,则存在点 x1, · · · , xn 使得

A ⊂
n⋃

k=1
B(xk ,1) =⇒ A ⊂ B(x1,R +1),R = max

2≤k≤n
ρ(xk , x1),

故 A有界.

在 l 2 中显然有 ρ(ek ,0) = 1,∀k,因此 E 是有界的. 但是 ρ(em ,en) =p
2,∀m 6= n,

因此不可能存在有穷的 1
2 网, E 不是完全有界的.

� 题目1.3.4. 设 (X ,ρ)是度量空间, F1,F2 是它的两个紧子集,求证:存在 xi ∈ Fi (i = 1,2)

使得 ρ(F1,F2) = ρ(x1, x2),其中

ρ(F1,F2)
∆=== inf{ρ(x, y) | x ∈ F1, y ∈ F2}.

解答. 任取 x ∈ F1, y ∈ F2, ρ(F1,F2) ≤ ρ(x, y) < ∞, 因此该定义有意义. 存在 {un} ⊂
F1, {vn} ⊂ F2,使得 ρ(un ,ρvn)−ρ(F1,F2) ≤ 1

n ,∀n.根据 F1,F2的紧性,存在子列 {unk }收

敛于 x1 ∈ F1,存在子列的子列 {vnk j
}收敛于 x2 ∈ F2,故

ρ(x1, x2)−ρ(F1,F2) ≤ ρ(x1,unk j
)+ρ(unk j

), vnk j
)+ρ(vnk j

, x2) → 0( j →∞),

因此 ρ(x1, x2) = ρ(F1,F2).

� 题目1.3.5. 设 M 是 C [a,b]中的有界集,求证:集合

E =
{

F (x) =
∫x

a
f (t )dt : f ∈ M

}

是列紧集.
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解答. 设 | f (t )| ≤ M1,∀ f ∈ M , t ∈ [a,b],则

|F (x)| = |
∫x

a
f (t )dt | ≤ (b −a)M1,∀F ∈ E , x ∈ [a,b],

从而 E 是一致有界的. 此外,

|F (x)−F (y)| ≤ |
∫y

x
| f (t )|dt | ≤ M1|x − y |,

因此 E 还是等度连续的,根据 Arzeta-Ascoli定理, E 是列紧集.

� 题目1.3.6. 设 E = {sinnt }∞1 ,求证 E 在 C [0,π]中不是列紧的.

解答. 考虑 E 的点列 {sin10n t }∞1 ,其中任意两点间的距离

ρ(sin10n+p t , sin10n t ) = sup
t∈[0,π]

|sin10n+p t , sin10n t |

= 2 sup
t∈[0,π]

|cos
10n+p +10n

2
t | · |sin

10n+p −10n

2
t |

≥p
2|cos

1+10−p

1−10−p
· π

4
| ≥ 1

2
,

因此不存在收敛子列, E 不是列紧的.

� 题目1.3.7. 求证: S 空间的子集 A 列紧的充要条件是: ∀n, 存在 Cn > 0 使得 |xn | ≤
Cn ,∀x ∈ A.

解答. 必要性: 反设存在 {x(k)} ⊂ A 使得 |x(k)
n | ≥ k,∀k. {x(k)} 的子列 {x(k j )} 收敛于 x,

则 {x
(k j )
n }收敛于 xn ,但 {x

(k j )
n }是无界的,矛盾.

充分性: 对于 A 中的点列 {x(k)}, 由于 {x(k)
1 } 是有界的, 因此有收敛于 x1 的

子列 {x(k)(1)
1 }, 以此递归可知有收敛于 xn 的子列 {x(k)(n)

n }. 任取 ε > 0, 存在 m 使得∑
n>m

2−n < ε
2 .存在 Nn 使得当 k ≥ Nn 时有

|x(k)(n)
n −xn | ≤ ε

2
.
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令 N = max
1≤n≤m

Nn ,则当 n > N 时有

ρ(x, x(n)(n)) ≤ ∑
n≤m

2−n |x(n)(n)
n −xn |

1+|x(n)(n)
n −xn |

+ ∑
n>m

2−n

≤ ∑
n≤m

2−n ε

2
+ ε

2
≤ ε,

因此 {x(n)(n)}收敛于 x.

� 题目1.3.8. 设 (X ,ρ)是度量空间, M 是 X 中的列紧集,映射 f : X → M 满足

ρ( f (x1), f (x2)) < ρ(x1, x2), ∀x1, x2 ∈ X , x1 6= x2.

求证: f 在 X 中存在唯一的不动点.

解答. 注意到

|ρ(x, f (x))−ρ(y, f (y))| ≤ ρ(x, y)+ρ( f (x), f (y)) ≤ 2ρ(x, y), ∀x, y ∈ X , x 6= y,

因此 ρ(x, f (x))为连续函数,记 d = inf
x∈M

ρ(x, f (x)) <∞,存在 x0 ∈ X 使得 d = ρ(x0, f (x0)).

x0 必然是 f 的不动点,否则若 f (x0) 6= x0,则

d ≤ ρ( f (x0), f 2(x0)) < ρ(x0, f (x0)) = d ,

矛盾. 又设 y 是 f 在 X 中不同于 x0 的不动点,则

ρ(x, y) = ρ( f (x), f (y)) < f (x, y),

矛盾.

� 题目1.3.9. 设 (M ,ρ)是一个紧度量空间,又 E ⊂C (M),E 中的函数一致有界并满足下

列 Holder条件:

|x(t1)−x(t2)| ≤Cρ(t1, t2)α, ∀x ∈ E ,∀t1, t2 ∈ M ,

其中 0 <α≤ 1,C > 0.求证: E 在 C (M)中是列紧集.
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解答. 只需证 E 等度连续. 任取 ε> 0,当 ρ(t1, t2) < (
ε
C

) 1
α 且 t1, t2 ∈ M 时有

|x(t1)−x(t2)| ≤Cρ(t1, t2)α < ε, ∀x ∈ E ,

因此 E 等度连续.

B.1.4 赋范线性空间

� 题目1.4.1. 在二维空间 R2 中,对每一点 z = (x, y),令

‖z‖1 = |x|+ |y |; ‖z‖2 =
√

x2 + y2;

‖z‖3 = max(|x|, |y |); ‖z‖4 = (x4 + y4)
1
4 .

(1) 求证 ‖ ·‖i (i = 1,2,3,4)都是 R2 的范数.

(2) 画出 (R2,‖ ·‖i )(i = 1,2,3,4)各空间中的单位球面图形.

(3) 在 R2 中取定三点 O = (0,0), A = (1,0),B = (0,1), 试在上述四种不同范数下求出

∆O AB 三边的长度.

解答. (1)正定性和齐次性均显然满足,只需验证三角不等式,由 Minkowski不等式可

知,

(|x1 +x2|p +|y1 + y2|p )
1
p ≤ (|x1|p +|y1|p )

1
p + (|x2|p +|y2|p )

1
p ,

因此 ‖ ·‖i (i = 1,2,4)满足三角不等式. 对 ‖ ·‖3,有

‖z1 + z2‖3 = max(|x1 +x2|, |y1 + y2|)
≤max(|x1|, |y1|)+max(|x2|, |y2|) = ‖z1‖3 +‖z2‖3.

因此 ‖ ·‖i (i = 1,2,3,4)均为范数.

(2)四个范数的单位球面如下图:
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‖ ·‖1 : |x|+ |y | = 1

‖ ·‖2 : x2 + y2 = 1

‖ ·‖3 : max(|x|, |y |) = 1

‖ ·‖4 : x4 + y4 = 1

(3)

‖O A‖1 = 1, ‖OB‖1 = 1, ‖AB‖1 = 2,

‖O A‖2 = 1, ‖OB‖2 = 1, ‖AB‖2 =
p

2,

‖O A‖3 = 1, ‖OB‖3 = 1, ‖AB‖3 = 1,

‖O A‖4 = 1, ‖OB‖4 = 1, ‖AB‖4 = 4p
2.

� 题目1.4.2. 令 ‖x‖ = sup
0<t≤1

|x(t )|,∀x ∈C (0,1].求证:

(1) ‖ ·‖是 C (0,1]上的范数;

(2) l∞ 与 C (0,1]的一个子空间等距同构.

解答.

(1) 直接根据定义验证即可.

(2) 构造映射

σ : l∞ →C (0,1], {xn} 7→ x,

其中 x 满足 x( 1
n ) = xn ,∀n,并且 ‖x‖ = ‖{xn}‖∞(根据 Tietz延拓定理,这样的 x 必

然存在).

� 题目1.4.3. 在 C 1[a,b]中令

‖ f ‖1 =
√∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx, ∀ f ∈C 1[a,b],
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(1) 求证 ‖ ·‖1 是 C 1[a,b]上的范数.

(2) 问 (C 1[a,b],‖ ·‖1)是否完备?

解答.

(1) 齐次性和正定性显然成立,对于三角不等式,有

‖ f + g‖2
1 =

∫b

a
(| f + g |2 +| f ′+ g ′|2)dx

≤
∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx +2

∫b

a
(| f g |+ | f ′g ′|)dx +

∫b

a
(|g |2 +|g ′|2)dx

≤
∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx +2

√∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx

√∫b

a
(|g |2 +|g ′|2)dx

+
∫b

a
(|g |2 +|g ′|2)dx

=
√∫b

a
(| f |2 +| f ′|2)dx +

√∫b

a
(|g |2 +|g ′|2)dx

2

= (‖ f ‖1 +‖g‖1)2.

(2) 不完备,若令

fn(x) =
√

x2 + 1

n2
, f (x) = |x|, −1 ≤ x ≤ 1.

则

| fn(x)− f (x)| = 1

n2
(√

x2 + 1
n2 +x2

) ≤ 1

n
,

| f ′
n(x)− f ′(x)| = 1

n2
√

x2 + 1
n2

(√
x2 + 1

n2 +x2
) ≤ 1

n
· 1√

x2 + 1
n2

.

故

‖ f − fn‖2
1 ≤

∫1

−1

(
1

n2
+ 1

n2
· 1

x2 + 1
n2

)
dx = 2

n2
+ 2arctann

n
≤ 2

n2
+ π

n
→ 0,

因此 fn → f ,但 f 6∈C 1[−1,1].

� 题目1.4.4. 在 C [0,1]中,对每一个 f ∈C [0,1],令

‖ f ‖1 =
√∫1

0
| f (x)|2dx, ‖ f ‖2 =

√∫1

0
(1+x)| f (x)|2dx,
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求证: ‖ ·‖1 和 ‖ ·‖2 是 C [0,1]中的两个等价范数.

解答. 由 1 ≤ 1+x ≤ 2,∀x ∈ [0,1]可得 ‖ f ‖1 ≤ ‖ f ‖2 ≤
p

2‖ f ‖1.

� 题目1.4.5. 设 BC [0,∞) 表示 [0,∞) 上连续且有界的函数 f (x) 全体, 对每个 f ∈
BC [0,∞)及 a > 0,定义

‖ f ‖1 =
√∫∞

0
e−ax | f (x)|2dx.

(1) 求证 ‖ ·‖a 是 BC [0,∞)上的范数.

(2) 若 a,b > 0, a 6= 0,求证 ‖ ·‖a 与 ‖ ·‖b 作为 BC [0,∞)上的范数是不等价的.

解答.

(1) 齐次性和正定性显然易见,三角不等式由 Cauchy不等式推得.

(2) 不妨设 a < b,令 fn(x) = eax/2χ[0,n](x)+ean/2(n +1−x)χ(n,n+1)(x) ∈ BC [0,∞).并且

‖ fn‖2
a

‖ fn‖2
b

≥ (b −a)n,

因此 ‖ ·‖a 和 ‖ ·‖b 不等价.

� 题目1.4.6. 设 X1, X2 是两个 B∗ 空间,在 X = X1 ×X2 上赋以范数

‖x‖ = max(‖x1‖1,‖x2‖2), ∀x = (x1, x2), xi ∈ Xi ,‖ ·‖i 是 Xi 上的范数 (i = 1,2).

求证:如果 X1, X2 是 B 空间,那么 X 也是 B 空间.

解答. 设 {x(n)}为 X 上的 Cauchy列,则

‖x(n)
i −x(m)

i ‖i ≤ ‖x(n) −x(m)‖→ 0, n,m →∞(i = 1,2),

因此 {x(n)
i }为 Xi 中的 Cauchy列,收敛于 xi ∈ Xi .令 x = (x1, x2),则

‖x(n) −x‖ ≤ ‖x(n)
1 −x1‖1 +‖x(n)

2 −x2‖2,

在上式中令 n →∞即可.
� 题目1.4.7. 设 X 是 B∗空间. 求证:X 是 B空间,必须且仅需对∀{xn}∞1 ⊂ X ,

∞∑
n=1

‖xn‖ <∞
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=⇒
∞∑

n=1
xn 收敛.

解答. 必要性: 设 {xn}满足
∞∑

n=1
‖xn‖ <∞,则

‖
n+p∑
k=1

xk −
n∑

k=1
xk‖ ≤

n+p∑
k=n+1

‖xk‖→ 0, n →∞,∀p,

根据完备性有
∞∑

n=1
xn 收敛.

充分性: 设 {xn}是一个基本列,则存在子列 {xnk }满足

‖xnk+1 −xnk‖ <
1

2k
, ∀k.

由
∞∑

k=1
‖xnk+1 −xnk‖ ≤

∞∑
k=1

1

2k
= 1 <∞

可知,存在 y =
∞∑

k=1
(xnk+1 − xnk ),也即 x = y + xn1 = lim

k→∞
xnk ,因此 {xnk }收敛,根据基本

列的性质, {xn}也收敛.

� 题目1.4.8. 记 [a,b] 上次数不超过 n 的多项式全体为 Pn . 求证: ∀ f (x) ∈ C [a,b],

∃P0(x) ∈Pn ,使得

max
a≤x≤b

| f (x)−P0(x)| = min
P∈Pn

max
a≤x≤b

| f (x)−P (x)|.

也就是说, 如果用所有次数不超过 n 的多项式对 f (x)一致逼近, 那么 P0(x)是最佳

的.

解答. 由于 Pn = span{1, x, · · · , xn},因此 Pn 是有限维线性子空间,最佳逼近元必存在.

� 题目1.4.9. 在 R2 中,对 ∀x = (x1, x2) ∈R2,定义范数

‖x‖ = max(|x1|, |x2|),
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并设 e1 = (1,0), x0 = (0,1).求 a ∈R适合

‖x0 −ae1‖ = min
λ∈R

‖x0 −λe1‖,

并问这样的 a 是否唯一?请对结果做出几何解释.

解答. 注意到

min
λ∈R

‖x0 −λe1‖ = min
λ∈R

max(1, |λ|) = 1,

因此当 |a| ≤ 1时是最小逼近元,不唯一. 从 (R2,‖·‖)中单位球面的图像 (见题目1.5.5的

‖·‖3) 不难看出, 正方形两个相邻顶点的中点仍在单位球面上, 因此该赋范空间不是

严格凸的,从而最佳逼近元不一定唯一.

� 题目1.4.10. 求证:范数的严格凸性等价于下列条件:

‖x + y‖ = ‖x‖+‖y‖(∀x 6= 0, y 6= 0) =⇒ x = c y (c > 0).

解答. 必要性: 设
∥∥x + y

∥∥= ‖x‖+∥∥y
∥∥,则必有 x

‖x‖ =
y

‖y‖ ,否则,

1 =
∥∥x + y

∥∥
‖x‖+∥∥y

∥∥ =
∥∥∥∥ ‖x‖
‖x‖+∥∥y

∥∥ · x

‖x‖ +
∥∥y

∥∥
‖x‖+∥∥y

∥∥ · y∥∥y
∥∥
∥∥∥∥< 1,

矛盾.

充分性: 设 ‖x‖ = ∥∥y
∥∥= 1且 x 6= y,若存在 0 <α< 1使得

∥∥αx + (1−α)y
∥∥= 1(该

范数不可能大于 1), 则
∥∥αx + (1−α)y

∥∥ = ‖αx‖+∥∥(1−α)y
∥∥ =⇒ αx = c(1−α)y (c >

0) =⇒ x = y,矛盾.

� 题目1.4.11. 设 X 是赋范线性空间,函数 φ : X →R称为凸的,如果不等式

φ(λx + (1−λ)y) ≤λφ(x)+ (1−λ)φ(y) (∀0 ≤λ≤ 1)

成立.求证:凸函数的局部极小值必然是全空间极小值.

解答. 设 x0 ∈ X 和 r > 0满足 φ(x) ≥φ(x0),∀‖x −x0‖ ≤ r.若 x0 不是全局极小点,也即
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存在 x1 ∈ X 使得 φ(x1) <φ(x0),则

∥∥∥∥x0 −
(

r

‖x1 −x0‖
x1 +

(
1− r

‖x1 −x0‖
)

x0

)∥∥∥∥≤ r

=⇒φ(x0) ≤φ

(
r

‖x1 −x0‖
x1 +

(
1− r

‖x1 −x0‖
)

x0

)
≤ r

‖x1 −x0‖
φ(x1)+

(
1− r

‖x1 −x0‖
)
φ(x0) <φ(x0),

矛盾.

� 题目1.4.12. 设 (X ,‖ ·‖)是一赋范线性空间, M 是 X 的有限维子空间, {e1, · · · ,en}是 M

的一组基,给定 g ∈ X ,引进函数 F : Kn →R,对 ∀c = (c1, · · · ,cn) ∈Kn 规定

F (c) = F (c1, · · · ,cn) = ‖
n∑

i=1
ci ei − g‖.

(1) 求证: F 是一个凸函数.

(2) 若 F (c)的最小值点是 c = (c1, · · · ,cn),求证:

f
∆===

n∑
i=1

ci ei

给出 g 在 M 中的最佳逼近元.

解答.

(1) 任取 a,b ∈Kn ,λ ∈ [0,1],有

F (λai + (1−λ)bi ) =
∥∥∥∥∥ n∑

i=1

(
λa + (1−λ)b

)
ei − g

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥λ
(

n∑
i=1

ai ei − g

)
+ (1−λ)

(
n∑

i=1
bi ei − g

)∥∥∥∥∥
≤λF (a)+ (1−λ)b.
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� 题目1.4.13. 设 X 是 B∗ 空间, X0 是 X 的线性子空间,假定 ∃c ∈ (0,1),使得

inf
x∈X0

‖y −x‖ ≤ c‖y‖ (∀y ∈ X ).

求证: X0 在 X 中稠密.

解答. 任取 x ∈ X ,存在 x1 ∈ X0 使得 ‖x −x1‖ ≤
( c+1

2

)‖x‖,如此递归,存在 x1, · · · , xn ,使

得 ∥∥∥∥∥x −
n∑

k=1
xk

∥∥∥∥∥≤
(

c +1

2

)n

‖x‖→ 0,

因此 {x1 +·· ·+xn} ⊂ X0 并收敛于 x,从而 X0 在 X 中稠密.

� 题目1.4.14. 设 C0 表示以 0为极限的实数全体,并在 C0 中赋以范数

‖x‖ = max
n≥1

|ξn | (∀x = (x1, · · · , xn) ∈C0).

又设 M
∆===

{
x = {ξn}∞1 ∈C0 :

∞∑
n=1

ξn
2n = 0

}
.

(1) 求证: M 是 C0 的闭线性子空间.

(2) 设 x0 = (2,0,0, · · · ),求证:

inf
z∈M

‖x0 − z‖ = 1,

但 ∀y ∈ M 有 ‖x0 − y‖ > 1.

解答.

(1) 设 {x(k)} ⊂ M 且 x(k) → x ∈C0.则

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

xn

2n

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

x(k)
n

2n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

∣∣∣x(k)
n −xn

∣∣∣
2n

∣∣∣∣∣∣≤
∥∥∥x −x(k)

∥∥∥→ 0,

令 k → 0,得 x ∈ M ,从而 M 是闭的. M 为线性子空间根据定义易得.

(2) 若存在 y ∈ M 使得
∥∥x0 − y

∥∥ ≤ 1, 则 |y1| ≥ 1, |yn | ≤ 1,∀n ≥ 2. 而 lim
n→∞ yn = 0, 因此

|yn |必然从某项开始小于 1
2 ,从而

∞∑
n=1

yn

2n
= 0 =⇒ 1

2
≤

∣∣∣ y1

2

∣∣∣= ∣∣∣∣ ∞∑
n=2

yn

2n

∣∣∣∣< 1

2
,
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矛盾,因此
∥∥x0 − y

∥∥ > 1,∀y ∈ M .下面证明 inf
z∈M

‖x0 − z‖ = 1.任取 ε> 0,存在 N 使

得 21−N < ε,令 y 满足 y1 = 1−21−N , yn = −1(2 ≤ n ≤ N ), yn = 0(n > N ),此时显然

y ∈C0,
∥∥x0 − y

∥∥= 21−N < ε,并且

∞∑
n=1

yn

2n
= 1−21−N

2
−

N∑
n=2

2−n = 0 =⇒ y ∈ M .

� 题目1.4.15. 设 X 是 B∗ 空间, M 是 X 的有限维真子空间. 求证: 存在 y ∈ X ,‖y‖ = 1,

使得

‖y −x‖ ≥ 1 (∀x ∈ M).

解答. 取 y0 ∈ M c ,存在 x0 ∈ M 使得
∥∥x0 − y0

∥∥= ρ(y0, M) > 0,令 y = y0−x0

‖x0−y0‖ ,则

∥∥y −x
∥∥=

∥∥y0 − (x0 +
∥∥x0 − y0

∥∥x)
∥∥∥∥x0 − y0

∥∥ ≥
∥∥x0 − y0

∥∥∥∥x0 − y0
∥∥ = 1,∀x ∈ M .

� 题目1.4.16. 若 f 是定义在区间 [0,1]上的复值函数,定义

ωδ( f ) = sup{| f (x)− f (y)| : ∀x, y ∈ [0,1], |x − y | ≤ δ}.

如果 0 <α≤ 1对应的 Lipschitz空间 Lipα,由满足

‖ f ‖ ∆=== | f (0)|+ sup
δ>0

{δ−αωδ( f )} <∞

的一切 f 组成,并以 ‖ f ‖为范数. 又设

lip f
∆=== { f ∈ Lipα : lim

δ→0
δ−αωδ( f ) = 0}.

求证: Lipα是 B 空间,而且 lipα是 Lipα的闭子空间.

解答. 由题 1.4.7,只需对 { fn} ⊂ Lipα,
∞∑

n=1

∥∥ fn
∥∥<∞证明

∞∑
n=1

fn 收敛. 注意到

∞∑
n=1

∣∣ fn(x)
∣∣≤ ∞∑

n=1
(| fn(0)|+ | fn(x)− fn(0)|)
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≤
∞∑

n=1

(∣∣ fn(0)
∣∣+ (

∥∥ fn
∥∥− ∣∣ fn(0)

∣∣)|x|)
≤

∞∑
n=1

(∣∣ fn(0)
∣∣+ (

∥∥ fn
∥∥− ∣∣ fn(0)

∣∣))= ∞∑
n=1

∥∥ fn
∥∥<∞,

故存在 f (x) =
∞∑

n=1
fn(x).此时

∥∥∥∥∥ f −
N∑

n=1
fn

∥∥∥∥∥=
∥∥∥∥∥ ∞∑

n=N+1
fn

∥∥∥∥∥≤
∞∑

n=N+1

∥∥ fn
∥∥→ 0, N →∞,

因此 Lipα完备.

下面证 lipα是闭的. 设 {gn} ⊂ lipα, gn → g ∈ Lipα.则

lim
δ→0

δ−αωδ( f ) ≤ lim
δ→0

(
δ−αωδ( f − fn)+δ−αωδ( fn)

)≤ ∥∥ f − fn
∥∥,

在上式中令 n →∞即可.
� 题目1.4.17. 设有商空间 X /X0.

(1) 设 [x] ∈ X /X0,求证:对 ∀x ∈ [x],有

inf
z∈X0

‖x − z‖ = ‖[x]‖0.

(2) 定义映射 φ : X → X /X0 为

φ(x) = [x]
∆=== x +X0 (∀x ∈ X ),

求证: φ是连续线性映射.

(3) ∀[x] ∈ X /X0,求证:存在 x ∈ X ,使得

φ(x) = [x], 且 ‖x‖ ≤ 2‖[x]‖0.
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(4) 设 X =C [0,1], X0 = { f ∈ X : f (0) = 0},求证:

X /X0
∼=K,

其中记号”∼=”表示等距同构.
解答.

(1) ‖[x]‖0 = inf
y∈[x]

∥∥y
∥∥= inf

w∈X0
‖x +w‖ = inf

z∈X0
‖x − z‖.

(2) lim
n→∞xn = 0 =⇒ lim

n→∞
∥∥φ(xn)

∥∥
0 = lim

n→∞‖[xn]‖0 ≤ lim
n→∞‖x0‖ = 0.

(3) 由定义,存在 y ∈ [x],使得
∥∥y

∥∥≤ 2‖[x]‖0 = 2
∥∥[y]

∥∥
0,并且 φ(y) = [y].

(4) 构造映射 σ : X /X0 →K, f +X0 7→ f (0),容易验证 σ是一个双射,并且

∥∥[ f ]
∥∥

0 = inf
g (0)= f (0)

sup
x∈[0,1]

∣∣g (x)
∣∣= ∣∣ f (0)

∣∣,
因此 σ是一个等距同构.

B.1.5 凸集与不动点

� 题目1.5.1. 设 X 是 B∗空间, E 是以 0为内点的真凸子集, P 是由 E 产生的 Minkowski

泛函,求证:

(1) x ∈ E◦ ⇐⇒ P (x) < 1;

(2) E◦ = E .

解答. (1) x ∈ E◦ =⇒ 存在 r > 0 使得 B(x,r ) ⊂ E =⇒
(
1+ r

2‖x‖
)
x ∈ B(x,r ) ⊂ E =⇒

P (x) ≤ 1
1+ r

2‖x‖
< 1.

由 0 ∈ E◦ 知存在 r > 0 使得 B(0,r ) ⊂ E . 则 P (x) < 1 =⇒ cx ∈ E(c = 2
P (x)+1 >

1) =⇒ ∀∥∥x − y
∥∥< (

1− 1
c

)
r 有

y = 1

c
· cx +

(
1− 1

c

)
· x − y

1− 1
c

,

而 cx ∈C , x−y

1− 1
c
∈ B(0,r ) ⊂ E ,因此 y ∈ E ,从而 B

(
x,

(
1− 1

c

)
r
)⊂ E =⇒ x ∈ E◦.

(2)只需证 E ⊂ E◦. x ∈ E =⇒ ∃{xn} ⊂ E , xn → x =⇒ (
1− 1

n

)
xn → x,P

((
1− 1

n

)
xn

)=
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(
1− 1

n

)
P (xn) ≤ 1− 1

n < 1 =⇒ {yn} ⊂ E◦, yn → x
(
yn = (

1− 1
n

)
xn

) =⇒ x ∈ E◦.

� 题目1.5.2. 求证: 在 B 空间中,列紧集的凸包是列紧集.

解答. 设 E 为一列紧集,则任取 ε> 0,存在 x1, · · · , xm ∈ X 构成 E 的 1
n 网. 令

N =
{

m∑
k=1

λk xk :
m∑

k=1
λk = 1,λk ≥ 0

}
,

则 N 显然是列紧的, 而完备空间中集合列紧当且仅当存在列紧的 ε 网, 因此 co(E)

列紧.

� 题目1.5.3. 设 C 是 B∗ 空间 X 中的一个紧凸集,映射 T : C →C 连续,求证: T 在 C 上

有一个不动点.

解答. 由于 C 是紧集并且 T 连续,因此 T (C )也是紧集,故由 Schauder不动点定理可

得 T 在 C 上有不动点.

� 题目1.5.4. 设 C 是 B 空间 X 中的一个有界闭凸集,映射 Ti : C → X (i = 1,2)适合

(1) ∀x, y ∈C =⇒ T1x +T2 y ∈C ;

(2) T1 是一个压缩映射, T2 是一个紧映射.

求证: T1 +T2 在 C 上至少有一个不动点.

解答. 首先证明 I −T1(I 为恒等映射)为从 C 到 C 的双射. 任取 x ∈C , T1 + x 仍为压

缩映射,因此存在唯一的 y ∈C 使得 T1 y +x = y,也即 x = (I −T1)y,故 (I −T1)(C ) =C ,

I −T1 为满射. 又设 (I −T1)(x) = (I −T1)y =⇒ x − y = T1(x)−T1(y) =⇒ ∥∥x − y
∥∥ =∥∥T1(x)−T1(y)

∥∥≤α
∥∥x − y

∥∥,α ∈ (0,1) =⇒ x = y =⇒ T1 为单射.

(I −T1)−1 是连续的,因为 ∀x, y ∈C ,若记 x ′ = (I −T1)−1(x), y ′ = (I −T1)−1(y),有

∥∥x − y
∥∥= ∥∥(I −T1)(x ′)− (I −T1)(y ′)

∥∥
= ∥∥(x ′− y ′)− (T1(x ′)−T1(y ′)

∥∥≥ ∥∥x ′− y ′∥∥−∥∥T1(x ′)−T1(y ′)
∥∥

≥ ∥∥x ′− y ′∥∥−α
∥∥x ′− y ′∥∥= (1−α)

∥∥(I −T1)−1(x)− (I −T1)−1(y)
∥∥.

再由 T2 紧知 (I −T1)−1T2 是紧映射, 因此在有界闭凸集 C 上必有不动点 x, 也即

(I −T1)−1T2(x) = x =⇒ (T1 +T2)(x) = x.
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� 题目1.5.5. 设 A 是 n ×n 矩阵,其元素 ai j > 0(1 ≤ i , j ≤ n),求证:存在 λ> 0及各分量

非负但不全为零的向量 x ∈Rn ,使得

Ax =λx.

解答. 设赋范空间为 (Rn ,‖·‖1).记

C = {
x = (x1, · · · , xn)Rn : xk ≥ 0(1 ≤ k ≤ n),‖x‖1 = 1

}
,

则 C 为紧凸集. 由 Schauder不动点定理,连续映射 x 7→ Ax
‖Ax‖1

在 C 上必有不动点 (由

x 7→ Ax 及 x 7→ x
‖x‖1
在 C 上连续可得),也即存在 x ∈C 使得 Ax = ‖Ax‖1x.

� 题目1.5.6. 设 K (x, y)是 [0,1]2 上的正值连续函数,定义映射

(Tu)(x) =
∫1

0
K (x, y)u(y)dy, ∀u ∈C [0,1].

求证:存在 λ> 0及非负但不恒为零的连续函数 u,满足

Tu =λu.

解答. 设赋范空间为 (C [0,1],‖·‖∞,R).记 M = sup
0≤x,y≤1

K (x, y) > 0,

m = inf
0≤x,y≤1

K (x, y) > 0.再记

C = {u ∈C [0,1] : u ≥ 0,‖u‖1 = 1},

则 C 为闭凸集,考虑连续映射 T1u = Tu
‖Tu‖1

: C →C (由 u 7→ Tu 和 u 7→ u
‖u‖1
在 C 上连

续可得). 由

‖T1u‖∞ =
sup

x∈[0,1]

∫1
0 K (x, y)u(y)dyÎ

[0,1]2

K (x, y)u(y)dxdy
≤ M

m
, ∀u ∈C
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知 T1u 一致有界. 任取 ε> 0,存在 δ> 0使得

∣∣K (x1, y)−K (x2, y)
∣∣< ε, ∀|x1 −x2| < δ, x1, x2, y ∈ [0,1],

从而

∣∣T1u(x)−T1u(x ′)
∣∣≤ ∫1

0

∣∣K (x, y)−K (x ′, y)
∣∣u(y)dyÎ

[0,1]2

K (t , y)u(y)dtdy

≤ ε
∫1

0 u(y)dy

m
∫1

0 u(y)dy
= ε

m
, ∀∣∣x −x ′∣∣< δ, x, x ′ ∈ [0,1],

因此 T1(C ) 等度连续. 由 Arzeta-Ascoli 定理, T1(C ) 列紧, 再由 Schauder 不动点定理,

T1 在 C 上存在不动点 u,也即 Tu = ‖Tu‖1u.

B.1.6 内积空间

� 题目1.6.1. 设 a是复线性空间 X 上的共轭双线性函数, q 是由 a诱导的二次型,求证:

a(x, y) = 1

4

(
q(x + y)−q(x − y)+ i q(x + i y)− i q(x − i y)

)
, ∀x, y ∈ X .

解答.

q(x + y)−q(x − y)+ i q(x + i y)− i q(x − i y)

=a(x, x)+a(x, y)+a(y, x)− (x, x)+a(x, y)+a(y, x)−a(y, y)

+ i a(x, x)+a(x, y)−a(y, x)+ i a(y, y)− i a(x, x)+a(x, y)

−a(y, x)+ i a(y, y)

=4a(x, y).

� 题目1.6.2. 求证: 在 C [a,b]中不可能引入一种内积 (·, ·),使其满足

√
( f , f ) = max

a≤x≤b

∣∣ f (x)
∣∣, ∀ f ∈C [a,b].
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解答. 若 C [a,b]可以引入题设内积,则范数 ‖·‖满足三角恒等式,也即

max
a≤x≤b

∣∣ f + g
∣∣2 + max

a≤x≤b

∣∣ f − g
∣∣2 = 2

(
max

a≤x≤b

∣∣ f
∣∣2 + max

a≤x≤b

∣∣g ∣∣2
)
,

但显然 f (x) = x−a
b−a , g (x) = 1(∀x ∈ [a,b])不满足上式.

� 题目1.6.3. 在 L2[0,T ]中,求证:函数

x 7→
∣∣∣∣∫T

0
e−(T−τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣, ∀x ∈ L2[0,T ]

在单位球面上达到最大值,并求出此最大值和达到最大值的元素 x.

解答. 由 Cauchy-Schwarz不等式,对任意 ‖x‖2 = 1,有

∣∣∣∣∫T

0
e−(T−τ)x(τ)dτ

∣∣∣∣2

≤
(∫T

0
e−2(T−τ)dτ

)(∫T

0
|x(τ)|2dτ

)
= 1

2

(
1−e−2T )

,

因此该函数在单位球面上的最大值为
√

1−e−2T

2 ,由 Cauchy-Schwarz不等式的取等条

件,达到最大值的元素为 x(τ) = e−(T−τ)√
1−e−2T

2

,τ ∈ [0,T ].

� 题目1.6.4. 设 M , N 是内积空间中的两个子集,求证:

M ⊂ N =⇒ N⊥ ⊂ M⊥.

解答. x ⊥ N =⇒ x ⊥ M =⇒ x ⊥ M .

� 题目1.6.5. 设 M 是 Hilbert空间 H 的子集,求证

(M⊥)⊥ = spanM .

解答. 记 E = spanM 为闭线性子空间,显然 (M⊥)⊥ = (E⊥)⊥,只需证 (E⊥)⊥ = E 即可.

任取 x ∈ E ,则 ∀y ∈ E⊥, y ⊥ x =⇒ x ∈ E⊥ =⇒ E ⊂ (E⊥)⊥.

下面证明若 x ∈ E c , 则 x 6∈ (E⊥)⊥. 由于 E 是闭子空间, 存在唯一正交分解 x =
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y + z, y ∈ M , z ∈ M⊥.如果 x ⊥ E⊥,则

(x, z) = (x, x − y) = (x − y, x − y)+ (y, x − y) = (x − y, x − y) = 0,

从而 x = y ∈ M ,矛盾.

� 题目1.6.6. 在 L2[−1,1]中,问偶函数集的正交补是什么?证明你的结论.

解答. 偶函数的正交补是奇函数,也即 f 是奇函数当且仅当 f ⊥ g ,∀g 为 L2[−1,1]上

的偶函数 (此处的偶函数与奇函数均为几乎处处意义下).

必要性:

( f , g ) =
∫1

−1
f (x)g (x)dx

=
∫1

0
f (x)g (x)dx +

∫0

−1
f (x)g (x)dx

=
∫1

0
f (x)g (x)dx +

∫1

0
f (−x)g (−x)dx

=
∫1

0
f (x)g (x)dx +

∫1

0
(− f (x))g (x)dx = 0.

充分性: 令 g (x) = f (x)+ f (−x)为偶函数,则

( f , g ) = ∥∥ f (x)+ f (−x)
∥∥2

2 = 0 =⇒ f (x)+ f (−x) = 0 a.e.

� 题目1.6.7. 在 L2[a,b]中,考察函数集 S = {e2πi nx}.

(1) 若 |b −a| ≤ 1,求证: S⊥ = {0};

(2) 若 |b −a| > 1,求证: S⊥ 6= {0}.

解答. (1) |b −a| = 1 由 Fourier 分析知识, 有 S⊥ = {0}. 若 |b −a| < 1, 补充定义 f (x) =
0, x ∈ (b, a +1]即可.

(2) 若 a < b − 2, 在 [a,b − 2) 上定义 f ≡ 0, 在 [b − 2,b − 1] 上定义 f ≡ −1; 若

b −2 ≤ a < b −1,在 [a,b −1]上定义 f ≡−1;在 (b −1,b]上定义

f (x) = ∑
n∈Z

(∫b−1

a
e2πi nt dt

)
e2πi nx , x ∈ (b −1,b],
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其中
∣∣∣∫b−1

a e2πi nt dt
∣∣∣ ≤ 1

πn , 并且
∑

n∈Z
e2πi nx 对 x 一致有界, 由数学分析知识知如上定

义的 f 有意义,显然有 f ∈ S⊥ 且 f 6= 0.

� 题目1.6.8. 设 H 表示闭单位圆上的解析函数全体,内积定义为

( f , g ) = 1

i

∫
|z|=1

f (z)g (z)

z
dz, ∀ f , g ∈ H .

求证:
{

znp
2π

}
是一组正交规范集.

解答.

∥∥∥∥ zn

p
2π

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
|z|=1

|z|n
z

dz = 1

2πi

∫
|z=1|

dz

z
= 1, ∀n ≥ 0,

2πi

(
zm

p
2π

,
zn

p
2π

)
=

∫
|z|=1

zm zn

z
dz =

∫
|z|=1

zm−n−1dz = 0, ∀m > n.

� 题目1.6.9. 设 {en}∞1 , { fn}∞1 是 Hilbert空间 H 中的两个正交规范集,满足条件

∞∑
n=1

∥∥en − fn
∥∥2 < 1.

求证: {en}和 { fn}两者中一个完备蕴含另一个完备.

解答. 设 {en}完备. 若 0 6= x ⊥ fn ,∀n ≥ 1,则

‖x‖2 =
∞∑

n=1
|(x,en)|2 =

∞∑
n=1

∣∣(x,en − fn)
∣∣≤ ∞∑

n=1
‖x‖2 · ∣∣en − fn

∣∣2 < ‖x‖2,

矛盾,因此 { fn}⊥ = {0}, { fn}也完备.

� 题目1.6.10. 设 H 是 Hilbert空间, H0 是 H 的闭线性子空间, {en}和 { fn}分别是 H0 和

H⊥
0 的正交规范基. 求证: {en}∪ { fn}是 H 的正交规范基.

解答. 设 x ∈ H ,由 x −P (x) ∈ H⊥
0 和 P (x) ∈ H0 ⊂ (H⊥)⊥ 知 (x −P (x),en) = (P (x), fn) =

0,∀n ≥ 1,从而

x = P (x)+ (
x −P (x)

)= ∞∑
n=1

(
(P (x),en)en + (x −P (x), fn) fn

)
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=
∞∑

n=1

(
(x,en)en + (x, fn) fn

)
.

� 题目1.6.11. 设 H 2(D)为开单位圆上所有 ‖·‖2 有限的解析函数构成的内积空间.

(1) 如果 u ∈ H 2(D)的 Taylor展开式是 u(z) =
∞∑

k=0
bk zk ,求证:

∞∑
k=0

|bk |2
1+k

<∞.

(2) 设 u, v ∈ H 2(D),并且

u(z) =
∞∑

k=0
ak zk , v(z) =

∞∑
k=0

bk zk ,

求证:

(u, v) =π
∞∑

k=0

ak bk

k +1
.

(3) 设 u ∈ H 2(D),求证

|u(z)| ≤ ‖u‖p
π(1−|z|) , ∀|z| < 1.

(4) 验证 H 2(D)是 Hilbert空间.

证明. (1)记 φn(x) =
√

n+1
π zn(n ≥ 0)为 H 2(D)的一组正交规范基. 则

∞∑
k=0

|bk |2
1+k

= 1

π

∞∑
k=0

∣∣(u,φk )
∣∣2 = 1

π
‖u‖2 <∞.

(2)

π
∞∑

n=0

anbn

n +1
=

∞∑
n=0

(u,φn)(v,φn) =
( ∞∑

n=0
(u,φn)φn ,

∞∑
m=0

(v,φm)φm

)
= (u, v).

(3)

|u(z)|2 =
∣∣∣∣ ∞∑
n=0

(u,φn)φn(z)

∣∣∣∣2

≤
( ∞∑

n=0

∣∣(u,φn)
∣∣2

)( ∞∑
n=0

∣∣φn(z)
∣∣2

)



· 280 · 附录 B 教材习题答案

≤
( ∞∑

n=0

∣∣(u,φn)
∣∣2

)( ∞∑
n=0

n +1

π

∣∣zn
∣∣)= ‖u‖2

π(1−|z|)2
, |z| < 1.

(4)若 {un}为 H 2(D)中的 Cauchy列,则由 (3), un 在 |z| < 1上内壁收敛于函数

u,故 u ∈ H 2(D)并且 un → u.

� 题目1.6.12. 设 X 是内积空间, {en}是 X 中的正交规范集,求证

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(x,en)(y,en)

∣∣∣∣≤ ‖x‖ ·∥∥y
∥∥, ∀x, y ∈ X .

解答. ∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(x,en)(y,en)

∣∣∣∣≤ ( ∞∑
n=1

|(x,en)|2
)( ∞∑

n=1

∣∣(y,en)
∣∣2

)
≤ ‖x‖ ·∥∥y

∥∥.

� 题目1.6.13. 设 X 是一个内积空间, ∀x0 ∈ X ,r > 0,令

C = {x ∈ X : ‖x −x0‖ ≤ r }.

(1) 求证: C 是 X 中的闭凸集.

(2) ∀x ∈ X ,令

y =


x0 + r (x−x0)

‖x−x0‖ , x 6∈C ,

x, x ∈C .

求证: y 是 x 在 C 中的最佳逼近元.

解答. (1)直接验证即可.

(2)若 x ∈C ,显然成立. 若 x 6∈C ,则

‖x − z‖ = ‖(x −x0)− (z −x0)‖ ≥ ‖x −x0‖−‖z −x0‖
≥ ‖x −x0‖− r = ∥∥x − y

∥∥, ∀z ∈C .

� 题目1.6.14. 求 (a0, a1, a2) ∈R3 使得
∫1

0

∣∣e t −a0 −a1t −a2t 2
∣∣2

dt 取最小值.
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解答. 考虑 L2[0,1]空间上的内积,有


a0(1,1)+a1(t ,1)+a2(t 2,1) = (e t ,1)

a0(1, t )+a1(t , t )+a2(t 2, t ) = (e t , t )

a0(1, t 2)+a1(t , t 2)+a2(t 2, t 2) = (e t , t 2)

=⇒


a0 = 39e −105

a1 =−216e +588

a2 = 210e −570

.

� 题目1.6.15. 设 f ∈C 2[a,b],满足边界条件

f (a) = f (b) = 0, f ′(a) = 1, f ′(b) = 0.

求证: ∫b

a

∣∣ f ′′(x)
∣∣2dx ≥ 4

b −a
.

解答. 令 f (x) 7→ f
( x−a

b−a

)
后,不妨设 a = 0,b = 1.记 g (x) = x(x −1)2,则

4
∫1

0

∣∣ f ′′(x)
∣∣2dx ≥

(∫1

0

∣∣g ′′(x)
∣∣2dx

)(∫1

0

∣∣ f ′′(x)
∣∣2dx

)
≥

∣∣∣∣∫1

0
f ′′(x)g ′′(x)dx

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∫1

0
g ′′(x)d f ′(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ f ′(1)g ′′(1)− f ′(0)g ′′(0)−6
∫1

0
f ′(x)dx

∣∣∣∣= 1.

� 题目1.6.16. 设 H 是一个 Hilbert空间, a(x, y)为共轭双线性函数,并且存在 M ,δ > 0

使得

δ‖x‖2 ≤ a(x, x) ≤ M‖x‖2, ∀x ∈ H .

又设 u0 ∈ H , C 是 H 上的一个闭凸子集.求证:函数

x 7→ a(x, x)−Re(u0, x)

在 C 上达到最小值,并且达到最小值的点 x0 唯一,满足

Re(2a(x0, x −x0)− (u0, x −x0)) ≥ 0, ∀x ∈C .
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解答. 由题目条件易知 a(·, ·)也是 H 上的内积. 注意到

a(x, x)−Re(u0, x) ≥ δ‖x‖2 −‖u0‖ ·‖x‖ >−∞,

因此 α= inf
x∈C

(
a(x, x)−Re(u0, x)

)
存在. 取 {xn} ⊂C 使得

α≤ a(xn , xn)−Re(u0, xn) ≤α+ 1

n
, ∀n ≥ 1.

因此

1

δ
‖xn −xm‖2 ≤ a(xn −xm , xn −xm)

=2a(xn , xn)+2a(xm , xm)−4a
(xn +xm

2
,

xn +xm

2

)
≤2

(
Re(u0, xn)+α+ 1

n

)
+2

(
Re(u0, xm)+α+ 1

m

)
−4

(
Re(u0,

xn +xm

2
)+α

)
= 2

n
+ 2

m
→ 0, n,m →∞,

由 H 是 Hilbert空间及 C 为闭集知, xn → x0 ∈C , x0 达到最小值. 如果还有 y0 ∈C 也

取到最小值,则

1

δ

∥∥x0 − y0
∥∥2 ≤ a(x0 − y0, x0 − y0)

=2a(x0, x0)+2a(y0, y0)−4a
(x0 + y0

2
,

x0 + y0

2

)
≤2

(
Re(u0, x0)+α

)+2
(
Re(u0, y0)+α

)−4
(
Re(u0,

x0 + y0

2
)+α

)
= 0,

从而 x0 = y0.为了证明题中不等式,令

φx(t ) =a(t x + (1− t )x0, t x + (1− t )x0)−Re(u0, t x + (1− t )x0)

−a(x0, x0)+Re(u0, x0) ≥ 0, ∀t ∈ [0,1], x ∈C .
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则必有

φ′
x(1) = Re(2a(x0, x −x0)− (u0, x −x0)) ≥ 0, ∀x ∈C .

B.2 线性算子与线性泛函

B.2.1 线性算子的概念

(本节各题中, X ,Y 均指 Banach空间)

� 题目2.1.1. 求证: T ∈ L(X ,Y )的充要条件是 T 为线性算子,并将 X 中的有界集映为 Y

中的有界集.

解答. 必要性: 设 M 为 X 中的有界集,满足 ‖x‖ ≤ R,∀x ∈ M .则

|T (x)| ≤ ‖T ‖ ·‖x‖ ≤ R‖T ‖, ∀x ∈ X ,

因此 T (M)也有界.

充分性: {x ∈ X : ‖x‖ = 1}为 X 中的有界集,因此

‖T ‖ = sup
‖x‖=1

|T x| <∞,

也即 T 连续.

� 题目2.1.2. 设 A ∈ L(X ,Y ),求证:

(1) ‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖; (2) ‖A‖ = sup
‖x‖<1

‖Ax‖.

解答. (1) ‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ ≤ sup
‖x‖≤1

‖A‖ ·‖x‖ = ‖A‖.

(2)任取 ε ∈ (0,1),存在 ‖x‖ = 1满足 ‖A‖−δ≤ ‖Ax‖ ≤ ‖A‖,其中 δ= ε
‖A‖+1−ε ,从

而 y = x
1+δ 满足

∥∥y
∥∥< 1并且

∥∥Ay
∥∥= ‖Ax‖

1+δ
≥ ‖A‖−δ

1+δ
= ‖A‖−ε.
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� 题目2.1.3. 设 f ∈ L(X ,R),求证:

(1)
∥∥ f

∥∥= sup
‖x‖=1

f (x); (2) sup
‖x‖<δ

f (x) = δ
∥∥ f

∥∥, ∀δ> 0.

解答. (1)只需注意到 ∀x ∈ X , f (sign( f (x))x) = sign( f (x)) f (x) = ∣∣ f (x)
∣∣.

(2)结合 (1)和上题 (2)易得.

� 题目2.1.4. 设 y(t ) ∈C [0,1],定义 C [0,1]上的泛函

f (x) =
∫1

0
x(t )y(t )dt , ∀x ∈C [0,1],

求
∥∥ f

∥∥.

解答.

∥∥ f (x)
∥∥≤

(∫1

0

∣∣y(t )
∣∣dt

)
‖x‖ =⇒ ∥∥ f

∥∥≤
∫1

0

∣∣y(t )
∣∣dt ,

f (sign(y)) =
∫1

0

∣∣y(t )
∣∣dt =⇒ ∥∥ f

∥∥≥
∫1

0

∣∣y(t )
∣∣dt .

� 题目2.1.5. 设 f 是 X 上的非零有界线性泛函,令

d = inf{‖x‖ : f (x) = 1, x ∈ X },

求证:
∥∥ f

∥∥= 1
d .

解答. 若 d = 0,则存在 xn 满足 f (xn) = 1且 ‖xn‖→ 0,由 f 的连续性知这是不可能

的,因此 d > 0.任取 x 满足 f (x) = 1,有

∣∣∣∣ f

(
x

‖x‖
)∣∣∣∣= 1

‖x‖ ≤ 1

d
=⇒ ∥∥ f

∥∥≤ d .

取 yn 满足 f (yn) = 1并且

d ≤ ∥∥yn
∥∥≤ d + 1

n
,

从而

f

(
yn∥∥yn

∥∥
)
= 1∥∥yn

∥∥ ≥ 1

d + 1
n

,
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由 n 的任意性,
∥∥ f

∥∥≥ 1
d .

� 题目2.1.6. 设 f ∈ X ∗,求证: ∀ε> 0,存在 x0 ∈ X ,使得 f (x0) = ∥∥ f
∥∥,且 ‖x0‖ < 1+ε.

解答. 取 x 满足 ‖x‖ = 1且 ∥∥ f
∥∥−δ< f (x) ≤ ∥∥ f

∥∥,

其中 δ= ‖ f ‖ε
1+ε .令 x0 = ‖ f ‖

f (x) x,则

f (x0) = ∥∥ f
∥∥, ‖x0‖ =

∥∥ f
∥∥

f (x)
<

∥∥ f
∥∥∥∥ f

∥∥−δ
= 1+ε.

� 题目2.1.7. 设 T : X → Y 是线性的,令

N (T )≜ {x ∈ X : T x = 0}.

(1) 若 T ∈ L(X ,Y ),求证: N (T )是 X 的闭线性子空间.

(2) 问 N (T )是 X 的闭线性子空间能否推出 T ∈ L(X ,Y )?

(3) 若 f 是线性泛函,求证

f ∈ X ∗ ⇐⇒ N ( f )是闭线性子空间.

解答. (1)设 {xn} ⊂ N (T ), xn → x0,则根据连续性以及 T xn = 0得 T x0 = 0, x0 ∈ N (T ).

(2)不能. 取赋范空间为 (l 1,‖·‖∞).记 f (x) =
∞∑

n=1
xn , x = {xn}, a = (1,−1,0,0, · · · ).

又记

T x = x −a f (x).

f 显然是无界的,因为 f (x(m)) = m,其中 x(m)
n = 1(n ≤ m), x(m)

n = 0(n > m).

下面证明 N (T )是闭线性子空间,但 T 不是连续的.

先证 N (T ) 是闭线性子空间. 事实上若 T x = 0, 则由 an = 0(n > 2) 知 xn =
(T x)n = 0(n > 2). 并且 (T x)1 = x1 − a1 f (x) = −x2 = 0,(T x)2 = x2 − a2 f (x) = x1 = 0, 故

x = 0.从而 N (T ) = {0},为闭线性子空间.

再证 T 不是连续的. 为此,反设 T 有界, 即存在 M > 0使得 ‖T x‖∞ ≤ M‖x‖∞,
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从而 ∣∣ f (x)
∣∣−1 ≤ max

{∣∣x1 − f (x)
∣∣, ∣∣x2 + f (x)

∣∣}≤ 1,∀x = {xn} ∈ l 1,‖x‖∞ = 1.

但 f 是无界的矛盾.

(3)只需证明充分性. 若 f 无界,则存在 ‖xn‖ = 1并且 f (xn) > n.令

yn = xn

f (xn)
− x1

f (x1)
,

则 yn ∈ N ( f ),并且 yn →− x1
f (x1) 6∈ N ( f ),矛盾.

� 题目2.1.8. 设 f 是 X 上的线性泛函,记

Hλ
f ≜ {x ∈ X : f (x) =λ}, ∀λ ∈K.

如果 f ∈ X ∗,并且
∥∥ f

∥∥= 1,求证:

(1)
∣∣ f (x)

∣∣= inf
z∈H 0

f

‖x − z‖, ∀x ∈ X ;

(2) ∀λ ∈K, Hλ
f 上的任一点 x 到 H 0

f 的距离都等于 |λ|.并对 X = R2,K= R情形解释

(1)和 (2)的几何意义.

解答. (1) 首先,
∣∣ f (x)

∣∣ = ∣∣ f (x − z)
∣∣ ≤ ∥∥ f

∥∥ · ‖x − z‖ = ‖x − z‖,∀ f (z) = 0, 因此
∣∣ f (x)

∣∣ ≤
inf

z∈H 0
f

‖x − z‖.

其次, ∀ε> 0,取 ‖x0‖ = 1且 1−ε≤ f (x0) ≤ 1,则

inf
z∈H 0

f

‖x − z‖ ≤
∥∥∥∥x −

(
x − f (x)

f (x0)
x0

)∥∥∥∥=
∣∣ f (x)

∣∣∣∣ f (x0)
∣∣‖x0‖ ≤

∣∣ f (x)
∣∣

1−ε
,

由 ε的任意性, inf
z∈H 0

f

‖x − z‖ ≤ ∣∣ f (x)
∣∣.

(2)由 (1), ρ(x, H 0
f ) = ∣∣ f (x)

∣∣= |λ|.
几何意义: R2 上范数为 1 的线性泛函为 f (x, y) = x cosθ + y sinθ, 则 H 0

f =
{(x, y) ∈ R2 : ax + by = 0} 为过零点的直线. (1) 也即空间上任意一点 (x, y) 到直线

ax +by = 0的距离等于
∣∣ f (x, y)

∣∣=√
x2 cos2θ+ y2 sin2θ(点到直线距离公式).

� 题目2.1.9. 设 X 是实赋范空间, f 是 X 上的非零实值线性泛函, 求证: 不存在开球
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B(x0,δ),使得 f (x0)是 f (x)在 B(x0,δ)中的极大值或极小值.

解答. 反设 f 使得

f (x0) ≤ f (x), ∀x ∈ B(x0,δ).

令 x = x0 +δy(
∥∥y

∥∥< 1),则

f (y) ≥ 0, ∀∥∥y
∥∥< 1.

这是不可能的,因为存在
∥∥y0

∥∥< 1使得 f (y0) 6= 0,分别将 y0和 y0带入上式得到 f (y0)

既正又负,矛盾.

B.2.2 Riesz表示定理及其应用

(本节各题中的 H 均指 Hilbert空间)

� 题目2.2.1. 设 f1, · · · , fn 是 H 上的一组有界线性泛函,

M ≜
n⋂

k=1
N ( fk ), N ( fk )≜ {x ∈ H : fk (x) = 0}, k = 1, · · · ,n.

∀x0 ∈ H , 记 y0 为 x0 在 M 上的正交投影, 求证: 存在 yk ∈ N ( fk )⊥(1 ≤ k ≤ n) 及

α1, · · · ,αn ∈K使得

y0 = x0 −
n∑

k=1
αk yk .

解答. 取 yk ∈ H 满足 fk (x) = (x, yk ),∀x ∈ H ,1 ≤ k ≤ n.则

M = {y1, · · · , yn}⊥,

M⊥ = (
{y1, · · · , yn}⊥

)⊥ = span{y1, · · · , yn},

N ( fk )⊥ = { fk }⊥,

N ( fk ) = (
{ fk }⊥

)⊥ =Kyk .

再由 x0 − y0 ∈ M⊥ 知题中所求 αk (1 ≤ k ≤ n)必存在.
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� 题目2.2.2. 设 l 是 H 上的实值有界线性泛函, C 是 H 中的一个闭凸子集. 又设

f (v) = 1

2
‖v‖2 − l (v) ∀v ∈C .

(1) 求证: 存在 u∗ ∈ H 使得

f (v) = 1

2

∥∥u∗− v
∥∥2 − 1

2

∥∥u∗∥∥2, ∀v ∈C .

(2) 求证:存在唯一的 u0 ∈C 使得 f (u0) = inf
v∈C

f (v).

解答. (1)取 u∗ ∈ H 使得 l (v) = (v,u∗),∀v ∈ H .则对 ∀v ∈C ,有

f (v) = 1

2

(
‖v‖2 −2(v,u∗)+∥∥u∗∥∥2 −∥∥u∗∥∥2

)
= 1

2

∥∥u∗− v
∥∥2 − 1

2

∥∥u∗∥∥2.

(2) inf
v∈C

f (v) = 1
2ρ(u∗,C )− 1

2‖u∗‖,有正交分解,必能唯一取到.

� 题目2.2.3. 设 H 的元素是定义在集合 S 上的复值函数. 又若 ∀x ∈ S,由

Jx( f ) = f (x), ∀ f ∈ H

定义的映射 Jx : H → C 是 H 上的连续线性泛函. 求证: 存在 S × S 上的复值函数

K (x, y),适合条件:

(1) 对任意固定的 y ∈ S,作为 x 的函数有 K (x, y) ∈ H ;

(2) f (y) = ( f ,K (·, y)),∀ f ∈ H , y ∈ S.

满足如上条件的函数 K (x, y)称为 H 的再生核.

解答. 对给定的 x ∈ S,由 Riesz表示定理,存在 Kx ∈ H 使得

( f ,Kx) = Jx( f ), ∀ f ∈ H .

令 K (x, y) = (Ky ,Kx)(∀x, y ∈ S),则对任意固定的 y ∈ S,

K (x, y) = (Ky ,Kx) = Jx(Ky ) = Ky (x) ∈ H .
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并且

f (y) = Jy ( f ) = ( f ,Ky ) = ( f ,K (·, y)), ∀ f ∈ H , y ∈ S.

� 题目2.2.4. 求证: H 2(D)(开单位球上所有平方可积解析函数)的再生核为

K (z, w) = 1

π(1− zw)2
, ∀z, w ∈ D.

解答. 记 φn(z) =
√

n
πzn−1(z ∈ D),n = 1,2, · · · ,则 {φn}是 H 2(D)的一组正交规范基. 注

意到

Kz =
∞∑

n=1
(Kz ,φn)φn =

∞∑
n=1

φn(z)φn , ∀z ∈ D.

故

K (z, w) = (Kw ,Kz) =
∞∑

n=1
φn(z)φn(w)

= 1

π

∞∑
n=1

n(zw)n−1 = 1

π(1− zw)2
, ∀z, w ∈ D.

� 题目2.2.5. 设 L, M 是 H 上的闭线性子空间,求证:

(1) L ⊥ M ⇐⇒ PLPM = 0;

(2) L = M⊥ ⇐⇒ PL +PM = I (恒等映射);

(3) PLPM = PL∩M ⇐⇒ PLPM = PM PL .

解答. 根据正交投影算子的定义, 有 PM (x) = x(∀x ∈ M), P 2
M = PM , 以及 x ⊥ M ⇐⇒

PM (x) = 0.

(1) L ⊥ M ⇐⇒ x ⊥ L(∀x ∈ M) ⇐⇒ PL(x) = 0(∀x ∈ M) ⇐⇒ PLPM = 0.

(2) 若 L = M⊥, 则任取 x ∈ H , 有 PL(x) ⊥ M , 由正交分解的唯一性, x −PL(x) =
PM (x).

若 PL +PM = I , 则任取 x ∈ L, 有 x = PL(x)+PM (x) = x +PM (x) =⇒ PM (x) =
0(∀x ∈ L) =⇒ x ⊥ M(∀x ∈ L) =⇒ L ⊥ M .

(3)注意到 (PM x, y) = (PM x,PM y+(y−PM y)) = (PM x,PM y) = (PM x+(x−PM x),PM y) =
(x,PM y),∀x, y ∈ H ,因此 (PM x, y) = (x,PM y).
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若 PLPM = PL∩M ,则

(PM PL x, y) = (PL x,PM y) = (x,PLPM y) = (x,PL∩M y) = (PL∩M x, y), ∀x, y ∈ H ,

故 PM PL = PL∩M = PLPM .

对任意的 PL 和 PM , 由 M ∩L ⊂ M ⊥ I −PM 并且 M ∩L ⊂ L ⊥ PM −PLPM , 知

I −PLPM = (I −PM )+ (PM −PLPM ) ⊥ L∩M .同理也有 I −PM PL ⊥ L∩M .

若 PLPM = PM PL ,则 PLPM = PM PL ∈ L∩M ,并且 x−PLPM ⊥ L∩M ,因此 PLPM =
PL∩M .

B.2.3 纲与开映射定理

� 题目2.3.1. 设 X 是 Banach空间, X0 是 X 的闭子空间. 映射 φ : X → X /X0 定义为

φ : x 7→ [x], ∀x ∈ X .

求证 φ是开映射.

解答. 显然
∥∥φ(x)

∥∥= ‖[x]‖0 ≤ ‖x‖且 φ是满射, X /X0 完备,因此由开映射定理 φ是开

映射.

� 题目2.3.2. 设 X ,Y 是 Banach空间,方程Ux = y对∀y ∈ Y 有解 x ∈ X ,其中U ∈ L(X ,Y ),

并且存在 m > 0使得

‖Ux‖ ≥ m‖x‖, ∀x ∈ X .

求证: U 有连续逆U−1 并且
∥∥U−1

∥∥≤ 1
m .

解答. U 显然是满射,并且若 Ux =U y,则 m
∥∥x − y

∥∥≤ ∥∥Ux −U y
∥∥= 0 =⇒ x = y,因此

U 是双射.在 ‖Ux‖ ≥ m‖x‖中取 y =Ux 即得到

∥∥U−1 y
∥∥≤ 1

m

∥∥y
∥∥, ∀y ∈ Y ,

因此U−1 连续且
∥∥U−1

∥∥≤ 1
m .
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� 题目2.3.3. 设 H 是 Hilbert空间, A ∈ L(H),并且存在 m > 0使得

|(Ax, x)| ≥ m‖x‖2, ∀x ∈ H .

求证:存在 A−1 ∈ L(H).

解答. 取 a(x, y) = (x, Ay)为共轭双线性函数,满足

∣∣a(x, y)
∣∣≤ ‖A‖ ·‖x‖ ·∥∥y

∥∥, ∀x, y ∈ H ,

由 Lax-Milgram定理,存在 A−1 ∈ L(H).

� 题目2.3.4. 设 X ,Y 是赋范空间, D 是 X 的子空间,并且 A : D → Y 是线性映射.求证:

(1) 如果 A连续且 D 是闭的,那么 A是闭算子;

(2) 如果 A连续且是闭算子,那么 Y 完备蕴含 D 闭;

(3) 如果 A是单射的闭算子,那么 A−1 也是闭算子;

(4) 如果 X 完备, A是单射的闭算子, R(A)在 Y 中稠密,并且 A−1连续,那么 R(A) = Y .

解答. (1) 设 D 3 xn → x 且 T xn → y, 则由 D 是闭集知 x ∈ D, 由 T 的连续性知

T xn → T x = y,故 A是闭算子.

(2)设 D 3 xn → x,由 T 连续知 T xn 为 Y 中 Cauchy列,因此收敛于 y ∈ Y ,而 T

还是闭算子,因此 x ∈ D, D 为闭集.

(3)设 A(D) 3 Axn → y 并且 A−1(Axn) → x ∈ X ,则 D 3 xn → x 且 Axn → y,由闭

算子定义, x ∈ D, y = Ax,因此 y ∈ A(D), x = A−1 y, A−1 也是闭算子.

(4)由于 A 是单射的闭算子,因此由 (3)A−1 也是闭算子. 而 A−1 还是连续的,由

(2), R(A) = R(A) = Y .

� 题目2.3.5. 用等价范数定理证明: (C [0,1],‖·‖1)不是 Banach空间,其中
∥∥ f

∥∥
1 =

∫1
0

∣∣ f (t )
∣∣dt ,∀ f ∈

C [0,1].

解答. 反设 C [0,1]关于范数 ‖·‖1 构成 Banach空间,而其关于 ‖·‖∞ 也构成 Banach空
间,并且 ‖·‖∞ 显然比 ‖·‖1 强,因此由等价范数定理这两个范数等价,但是

∥∥∥(1−nx)χ[0, 1
n ](x)

∥∥∥∞ = n,
∥∥∥(1−nx)χ[0, 1

n ](x)
∥∥∥

1
= 1

2
,
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矛盾.

� 题目2.3.6. (Gelfand引理)设 X 是 Banach空间, p : X →R满足

(1) p(x) ≥ 0, ∀x ∈ X ;

(2) p(λx) =λp(x), ∀λ> 0, x ∈ X ;

(3) p(x1 +x2) ≤ p(x1)+p(x2), ∀x1, x2 ∈ X ;

(4) xn → x =⇒ liminf
n→∞ p(xn) ≥ p(x).

求证:存在 M > 0使得 p(x) ≤ M‖x‖,∀x ∈ X .

解答.

方法一.(等价模定理)注意到

p(αx) ≤ p(Reαx)+p(Imαi x) ≤ max{p(±x)+p(±i x)}, ∀x ∈ X , |α| = 1,

因此可以定义范数

‖x‖p = ‖x‖+ sup
|α|=1

p(αx), ∀x ∈ X .

由等价模定理, 只需证明 X 关于 ‖·‖p 完备. 设 {xn} 是 X 上关于 ‖·‖p 的 Cauchy 列.

由于 ‖·‖p 比 ‖·‖强,因此 {xn}也是 ‖·‖的 Cauchy列,再根据 X 的完备性, {xn}收敛于

x.从而 ∣∣p(x)−p(xn)
∣∣≤ p(x −xn) ≤ liminf

m→∞ p(xm −xn) → 0, n →∞,

因此 {xn}依范数 ‖·‖p 收敛于 x.

方法二.(Baire纲定理)记

En = {x ∈ X : p(x) ≤ n 且 p(−x) ≤ n},

则 X =
∞⋃

n=1
En .设 xn → x,则


p(x) ≤ liminf

n→∞ p(xn) ≤ n

p(−x) ≤ liminf
n→∞ p(−xn) ≤ n

=⇒ x ∈ En ,
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故每个 En 都是闭集. 由 Baire 纲定理及 X 的完备性, 存在 En 不是疏集, 即存在

B(x0,r ) ⊂ En .根据 En 的定义, B(−x0,r ) ⊂ En ,而 En 显然还是一个凸集,因此 B(0,r ) =
1
2 B(x0,r )+ 1

2 B(−x0,r ) ⊂ En .任取 x 6= 0,有

p

(
r x

2‖x‖
)
≤ n =⇒ p(x) ≤ 2n

r
‖x‖,

取 M = 2n
r 即可.

� 题目2.3.7. 设 X 和 Y 是 Banach空间, {An} ⊂ L(X ,Y ).又对 ∀x ∈ X , {An x}在 Y 中收敛.

求证:存在 A ∈ L(X ,Y )使得

An x → Ax, ∀x ∈ X 并且 ‖A‖ ≤ liminf
n→∞ ‖An‖.

解答. 记 Ax = lim
n→∞ An x(∀x ∈ X ) 为线性算子. 由于 An x 收敛, 因此 sup

n≥1
‖An x‖ <

∞(∀x ∈ X ),由共鸣定理, liminf
n→∞ ‖An‖ ≤ sup

n≥1
‖An‖ <∞.从而

‖Ax‖ = lim
n→∞‖An x‖ ≤ liminf

n→∞ ‖An‖ ·‖x‖, ∀x ∈ X .

� 题目2.3.8. 设 1 < p < ∞ 并且 1
p + 1

q = 1. 如果序列 {αk } 使得对 ∀x = {xk } ∈ l p 保证
∞∑

k=1
αk xk 收敛. 求证: {αk } ∈ l q .又若 f : x 7→

∞∑
k=1

αk xk ,求证: f 作为 l p 上的线性泛函,

有 ∥∥ f
∥∥=

( ∞∑
k=1

|αk |q
) 1

q

.

解答. 记 fn(x) =
n∑

k=1
αk xk ∈ (l p )∗.由于对每个 x ∈ l p , fn(x) → f (x),因此 sup

n≥1

∣∣ fn(x)
∣∣ <

∞,根据共鸣定理,存在 M > 0使得
∥∥ fn

∥∥≤ M(∀n ≥ 1).

又记 x满足 xk = sign(αk )|α|q−1(∀k ≥ 1), x(n) ∈ l p 为前 n项与 x相等,其余项均

为 0的点.因此

f (x(n)) =
n∑

k=1

|αk |q = fn(x(n)) ≤ M
∥∥x(n)

∥∥
p = M

(
n∑

k=1

|αk |q
) 1

p

,
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整理得 (
n∑

k=1

|αk |q
) 1

q

≤ M , ∀n ≥ 1,

令 n →∞即得到 α ∈ l q .由

f (x) = ‖α‖q
q = ‖α‖q · ‖x‖p ,

∣∣ f (y)
∣∣≤ ‖α‖q ·

∥∥y
∥∥

p , ∀y ∈ l p

得
∥∥ f

∥∥= ‖α‖q .

� 题目2.3.9. 如果序列 {αk }对 ∀x = {xk } ∈ l 1,保证
∞∑

k=1
αk xk 收敛,求证: {αk } ∈ l∞.又若

f : x 7→
∞∑

k=1
αk xk 作为 l 1 上的线性泛函,求证:

∥∥ f
∥∥= sup

k≥1
|αk |.

解答. 记 fn =
n∑

k=1
αk xk ∈ (l 1)∗.由于对每个 x ∈ l 1, fn(x) → f (x),因此

sup
n≥1

∣∣ fn(x)
∣∣<∞,根据共鸣定理,存在 M > 0使得

∥∥ fn
∥∥≤ M(∀n ≥ 1).

又记 e(n) 为第 n 项为 1其余均为 0的点,因此

∣∣ f (e(n))
∣∣= |αn | = fn(e(n)) ≤ M

∥∥e(n)
∥∥

1 = M , ∀n ≥ 1,

在上式左侧对 n 取上界得 α ∈ l∞.再由

∣∣ f (x)
∣∣≤ ‖α‖∞ · ‖x‖1, ∀x ∈ l 1,

以及存在 {nk }使得

lim
k→∞

∣∣αnk

∣∣= ‖α‖∞ =⇒ ∣∣ f (αnk enk )
∣∣→‖α‖2

∞,

知
∥∥ f

∥∥= ‖α‖∞.

� 题目2.3.10. 用 Gelfand引理证明共鸣定理.
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解答. 设 X 为 Banach空间, Y 为赋范空间,W ⊂ L(X ,Y )满足

sup
A∈W

‖Ax‖ <∞, ∀x ∈ X .

令 p(x) = sup
A∈W

‖Ax‖, 则 p 显然满足 Gelfand 引理的条件 (1)(2)(3). 对 (4), 反设存在

xn → x0 但 p(x0) >α> liminf
n→∞ p(xn).由下极限定义,存在 {xn}的子列 {yn}使得

p(x0) >α≥ p(yn), ∀n ≥ 1.

因为 p(x0) >α,存在 A0 ∈W 使得 ‖A0x0‖ >α,从而

‖A0x0‖ >α≥ p(yn) ≥ ∥∥A0 yn
∥∥, ∀n ≥ 1,

在上式中令 n →∞,得到 ‖A0x0‖ > α≥ ‖A0x0‖,矛盾. 因此 p 满足 Gelfand引理所有

条件,故存在 M > 0使得 p(x) ≤ M‖x‖,∀x ∈ X =⇒ ‖A‖ ≤ M ,∀A ∈W.

� 题目2.3.11. 设 X ,Y 是 Banach空间, A ∈ L(X ,Y )是满射. 求证:如果在 Y 中 yn → y0,

则存在 C > 0与 xn → x0 使得 Axn = yn 并且 ‖xn‖ ≤C
∥∥yn

∥∥.

解答. 记 N (A) = {x ∈ X : Ax = 0}为闭子空间, T : X /N (A) → Y , [x] → Ax,是良定义的双

射,因为 [x] = [y] ⇐⇒ [x− y] = N (A) ⇐⇒ x− y ∈ N (A) ⇐⇒ A(x− y) = 0 ⇐⇒ Ax = Ay.

T 还是连续的,因为

‖T [x]‖ = inf
Ay=Ax

∥∥Ay
∥∥≤ ‖A‖ inf

y∈[x]

∥∥y
∥∥= ‖A‖ ·‖[x]‖0.

由 Banach逆算子定理, T −1 连续,从而对 Ax0 = y0,有

inf
Ax=yn

‖x −x0‖ ≤
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥yn − y0
∥∥→ 0,

存在 xn 使得 Axn = yn 且

‖xn −x0‖ ≤ 2 inf
Ax=yn

‖x −x0‖ ≤ 2
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥yn − y0
∥∥→ 0,
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因此 xn → x0.若 y0 = 0,取 C = 2
∥∥T −1

∥∥.若 y0 6= 0,存在 ε0 > 0使得对充分大 (不妨设

是所有)的 n 有
∥∥yn

∥∥> ε0.因此

‖xn‖ ≤ ‖xn −x0‖+‖x0‖ ≤ 2
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥yn − y0
∥∥+‖x0‖

≤ 2
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥yn
∥∥+2

∥∥T −1
∥∥ ·∥∥y0

∥∥+‖x0‖

≤
(
2
∥∥T −1

∥∥+ 2
∥∥T −1

∥∥ ·∥∥y0
∥∥+‖x0‖

ε

)∥∥yn
∥∥, ∀n ≥ 1.

� 题目2.3.12. 设 X ,Y 是 Banach空间, T 是闭线性算子, D(T ) ⊂ X ,R(T ) ⊂ Y , N (T )≜ {x ∈
X : T x = 0}.求证:

(1) N (T )是闭线性子空间.

(2) 若 N (T ) = {0},则 R(T )在 Y 中闭的充要条件是: 存在 α> 0使得

‖x‖ ≤α‖T x‖, ∀x ∈ D(T ).

(3) R(T )在 Y 中闭的充要条件是: 存在 α> 0使得

d(x, N (T )) ≤α‖T x‖, ∀x ∈ D(T ).

解答. (1)设 T xn = 0且 xn → x,T xn → T x,因此 T x = 0, x ∈ N (T ), N (T )是闭线性子空

间.

(2) 由于 N (T ) = {0}, 因此 T 是单射, ‖x‖ ≤ α‖T x‖(∀x ∈ D(T )) ⇐⇒ ∥∥T −1 y
∥∥ ≤

α
∥∥y

∥∥(∀y ∈ R(D)) ⇐⇒ T −1 连续
T −1是闭算子⇐========⇒

X完备
R(T )闭.

(3)令 T̃ : D(T )/N (T ) → R(T ), [x] 7→ T x 为良定义的双射,且 R(T̃ ) = R(T ),因此由

(2), R(T )在 Y 中闭的充要条件是: 存在 α> 0使得

d(x, N (T )) = ‖[x]‖0 ≤α
∥∥T̃ [x]

∥∥=α‖T x‖, ∀x ∈ D(T ).

� 题目2.3.13. 设 a(x, y)是 Hilbert空间 H 上的一个共轭双线性泛函,满足

(1) 存在 M > 0使得
∣∣a(x, y)

∣∣≤ M‖x‖ ·∥∥y
∥∥, ∀x, y ∈ H ;
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(2) 存在 δ> 0使得 |a(x, x)| ≥ δ‖x‖2, ∀x ∈ H .

求证: ∀ f ∈ H∗,存在唯一的 y f ∈ H 使得

a(x, y f ) = f (x), ∀x ∈ H ,

而且 y f 连续地依赖于 f .

解答. 由 Lax-Milgram定理,存在唯一有连续逆的 A ∈ L(H)使得

a(x, y) = (x, Ay), ∀x, y ∈ H .

由 Riesz表示定理,存在唯一的 z f ,
∥∥z f

∥∥= ∥∥ f
∥∥且

f (x) = (x, z f ) = a(x, A−1z f ), ∀x ∈ H ,

若
∥∥ f

∥∥→ 0,则
∥∥z f

∥∥→ 0,
∥∥y f

∥∥→ 0,因此 y f 连续地依赖于 f .

� 题目2.3.14. 设 Ω 是 R2 中边界光滑的开区域, α : Ω → R 有界可测并满足 0 < α0 ≤
α, f ∈ L2(Ω).规定:

a(u, v)≜
∫
Ω

(∇u ·∇v +αuv)dxdy, ∀u, v ∈ H 1(Ω),

F (v)≜
∫
Ω

f · vdxdy, ∀v ∈ L2(Ω).

求证:存在唯一的 u ∈ H 1(Ω)满足

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ H 1(Ω).

解答. H 1(Ω)关于内积

(u, v) =
∫
Ω
∇u ·∇vdxdy, ∀u, v ∈ H 1(Ω)
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构成一个 Hilbert空间,且由 Poincare不等式知存在 C > 0使得

‖u‖2 =
√∫

Ω
|u|2 ≤C‖u‖, ∀u ∈ H 1(Ω).

设 M 是 α的上界,则 a(x, y)是 H 1(Ω)上的共轭双线性函数,满足

(1) |a(u, v)| ≤ ‖u‖ ·‖v‖+M‖u‖2 · ‖v‖2 ≤ (C 2M +1)‖u‖ ·‖v‖, ∀u, v ∈ H 1(Ω);

(2) |a(u,u)| ≥∫
Ω |∇u|2dxdy = ‖u‖2, ∀u ∈ H 1(Ω).

注意到

|F (v)| ≤ ∥∥ f
∥∥

2 · ‖v‖ ≤C
∥∥ f

∥∥
2 · ‖v‖, ∀v ∈ H 1(Ω),

因此可以 F 视作 H 1(Ω)上的连续线性泛函,则由上一题结论,存在唯一的 u ∈ H 1(Ω)

满足

a(u, v) = F (v), ∀v ∈ H 1(Ω).

B.2.4 Hahn-Banach定理

� 题目2.4.1. 设 p 是实线性空间 X 上的次线性泛函,求证:

(1) p(0) = 0;

(2) p(−x) ≥−p(x);

(3) 任意给定 x0 ∈ X , 在 X 上必有实线性泛函 f , 满足 f (x0) = p(x0) 以及 f (x) ≤
p(x)(∀x ∈ X ).

证明. (1)由正齐次性, p(0) = p(2 ·0) = 2p(0) =⇒ p(0) = 0.

(2) p(x)+p(−x) ≥ p(x + (−x)) = p(0) = 0.

(3)对 Rx0 上的线性泛函 f0(λx0) =λp(x0)使用 Hahn-Banach定理即可.

� 题目2.4.2. 设 X 是由实数列 x = {xn}全体组成的实线性空间,其元素间相等和线性运

算都按坐标定义,并定义

p(x) = limsup
n→∞

αn , ∀x = {xn} ∈ X .

求证: p(x)是次线性泛函.
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解答. 只需验证 p(x + y) ≤ p(x)+p(y),也即

limsup
n→∞

(xn + yn) ≤ limsup
n→∞

xn + limsup
n→∞

yn .

对

sup
k≥n

(xk + yk ) ≤ sup
k≥n

xk + sup
k≥n

yk

不等式两边同时取 inf
n≥1
即可.

� 题目2.4.3. 设 X 是复线性空间, p 是 X 上的半范数. 又设 x0 ∈ X 满足 p(x0) 6= 0.求证:

存在 X 上的线性泛函 f 满足

(1) f (x0) = 1;

(2)
∣∣ f (x)

∣∣≤ p(x)
p(x0) , ∀x ∈ X .

解答. 记 f0(λx0) =λ(∀λ ∈C),则

∣∣ f0(λx0)
∣∣= |λ| = p(|λ|x0)

p(x0)
, ∀λ ∈C,

再使用复 Hahn-Banach定理即可.

� 题目2.4.4. 设 X 是赋范空间, {xn} ⊂ X .如果 ∀ f ∈ X ∗, { f (xn)}都有界,求证: {xn}在 X

内有界.

证明. 记 J : X → X ∗∗ 满足 < J x, f >=< f , x > (∀ f ∈ X ∗).下面证明 J 是等距映射. 由

∣∣< J x, f >∣∣= ∣∣< f , x >∣∣≤ ‖x‖ ·∥∥ f
∥∥, ∀ f ∈ X ∗

可得 ‖J x‖‖x‖.由 Hahn-Banach定理,对每个 x ∈ X ,存在 f ∈ X ∗ 使得

f (x) = ‖x‖ 且 ∥∥ f
∥∥= 1,

因此 ‖J x‖ = ‖x‖, J 是等距映射.

注意到

sup
n≥1

∣∣< J xn , f >∣∣= sup
n≥1

∣∣ f (xn)
∣∣<∞, ∀ f ∈ X ∗,
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因此由共鸣定理, sup
n≥1

‖J xn‖ <∞,也即 sup
n≥1

‖xn‖ <∞.

� 题目2.4.5. 设 X0 是赋范空间 X 的闭子空间,求证:

ρ(x, X0) = sup{
∣∣ f (x)

∣∣ :
∥∥ f

∥∥= 1, f (X0) = 0}, ∀x ∈ X .

解答. 记等式右侧为 α. 由
∣∣ f (x)

∣∣ = ∣∣ f (x − y)
∣∣ ≤ ∥∥ f

∥∥ · ∥∥x − y
∥∥ = ∥∥x − y

∥∥,∀y ∈ X0 知

α≤ ρ(x, X0).

下面证明 ρ(x, X0) ≤α.若 x ∈ X0,则 ρ(x, X0) =α= 0.现设 x 6∈ X0,则 ρ(x, X0) > 0,

由 Hahn-Banach定理知存在 f ∈ X ∗ 使得

f (x) = ρ(x, X0),
∥∥ f

∥∥= 1 且 f (X0) = 0,

因此 ρ(x, X0) ≤α.

� 题目2.4.6. 设 X 是赋范空间. 给定 X 中 n 个线性无关的元素 x1, · · · , xn 与数域 K中

的 n 个数 C1, · · · ,Cn , 及 M > 0. 求证: 存在 f ∈ X ∗ 满足 f (xk ) = Ck (1 ≤ k ≤ n) 并且∥∥ f
∥∥≤ M 的充要条件是:

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

αkCk

∣∣∣∣∣≤ M

∥∥∥∥∥ n∑
k=1

αk xk

∥∥∥∥∥, ∀α1, · · · ,αn ∈K.

解答. 必要性:

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

αkCk

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ n∑
k=1

αk f (xk )

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ f

(
n∑

k=1
αk xk

)∣∣∣∣∣≤ ∥∥ f
∥∥ ·∥∥∥∥∥ n∑

k=1
αk xk

∥∥∥∥∥≤ M

∣∣∣∣∣ n∑
k=1

αk xk

∣∣∣∣∣.
充分性: 定义

f0

(
n∑

k=1
αk xk

)
=

n∑
k=1

αkCk (∀α1, · · · ,αk ∈K), p(x) = M‖x‖(∀x ∈ X ),

并使用复 Hahn-Banach定理即可.

� 题目2.4.7. 给定赋范空间 X 中的 n个线性无关的元素 x1, · · · , xn ,求证: 存在 f1, · · · , fn ∈



B.2 线性算子与线性泛函 · 301 ·

X ∗ 使得

fi (x j ) = δi j , 1 ≤ i , j ≤ n.

解答. 记

Mk = span{x1, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn}, k = 1, · · · ,n.

注意到 ρ(xk , Mk ) > 0,因此由 Hahn-Banach定理,存在 gk ∈ X ∗ 使得

∥∥gk
∥∥= 1, gk (xk ) = ρ(xk , Mk ), gk

∣∣
Mk

= 0, k = 1, · · · ,n,

取 fk = gk
ρ(xk ,Mk ) 即可.

� 题目2.4.8. 设 X 是线性空间,求证: M 是 X 的极大线性子空间当且仅当 dim(X /M) =
1.

解答. 必要性: 取 M = [0] 6= x0 + M ∈ X /M , 则 x0 6∈ M . 由于 M 是极大线性子空间,

X =Kx0 ⊕M .任取 x +M ∈ X /M ,存在 α ∈K, y ∈ M 使得

x =λx0 + y =⇒ x +M =λx0 +M =⇒ X /M =K(x0 +M),

故 dim(X /M) = 1.

充分性: 任取 x0 6∈ M , x0 +M 6= [0] = M ,由于 X /M 是一维的,

X /M =K(x0 +M).

故 ∀x ∈ X ,存在 λ ∈ K 使得 x +M =λx0+M =⇒ x −λx0 ∈ M =⇒ X =Kx0⊕M =⇒ M

是极大线性子空间.

� 题目2.4.9. 设 X 是复线性空间, E 是 X 中的非空均衡集合 (即 E =αE ,∀|α| = 1), f 是

X 上的线性泛函. 求证: ∣∣ f (x)
∣∣≤ sup

y∈E
Re f (y), ∀x ∈ E .
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解答. 任取 x ∈ E ,有 y = (sign f (x))x ∈ E 并且

∣∣ f (x)
∣∣= f (y) = Re f (y) =⇒ ∣∣ f (x)

∣∣≤ sup
y∈E

Re f (y).

� 题目2.4.10. 设 X 是赋范空间, E ⊂ X 是非空均衡闭凸集, x0 ∈ X \ E .求证:存在 f ∈ X ∗

和 α> 0使得 ∣∣ f (x)
∣∣<α< ∣∣ f (x0)

∣∣, ∀x ∈ E .

解答. 由 Ascoli定理,存在 X 上的实有界线性泛函 u 和 s ∈R使得

u(x) < s < u(x0), ∀x ∈ E .

令 f (x) = u(x)− i u(i x)(∀x ∈ X ),不难验证 f 是 X 上的复有界线性泛函. 由上题,

sup
x∈E

∣∣ f (x)
∣∣≤ sup

y∈E
u(y) ≤ s < u(x0) ≤ ∣∣ f (x0)

∣∣,
取 α ∈ (s,u(x0))即可.

� 题目2.4.11. 设 E ,F 是实赋范空间 X 中的两个互不相交的非空凸集,并且 E 是开的和

均衡的. 求证:存在 f ∈ X ∗ 使得

∣∣ f (x)
∣∣< inf

y∈F

∣∣ f (y)
∣∣, ∀x ∈ E .

解答. 由凸集分离定理,存在 f ∈ X ∗ 使得

sup
x∈E

f (x) ≤ inf
y∈F

f (y) ≤ inf
y∈F

∣∣ f (y)
∣∣,

由于 E 是均衡的,上式即

sup
x∈E

∣∣ f (x)
∣∣≤ inf

y∈F

∣∣ f (y)
∣∣.
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由于 E 是开集,因此
∣∣ f (x)

∣∣在 E 上取到最大值,从而

∣∣ f (x)
∣∣< inf

y∈F

∣∣ f (y)
∣∣, ∀x ∈ E .

� 题目2.4.12. 设 C 是实赋范空间 X 中的一个凸集, x0 ∈ C ◦, x1 ∈ ∂C , x2 = m(x1 − x0)+
x0(m > 1).求证: x2 6∈C .

解答. 反设 x2 ∈C .由 x0 ∈C ◦ 知存在 r > 0使得 B(x0,r ) ⊂C .因此

B

(
x1, (1− 1

m
)r

)
= x1 + (

1

m
−1)x0 +B

(
(1− 1

m
)x0, (1− 1

m
)r

)
= 1

m
x2 + (1− 1

m
)B(x0,r ) ⊂ E ,

因此 x1 ∈C ◦,矛盾.

� 题目2.4.13. 设 M 是赋范空间 X 中的闭凸集,求证: 任取 x ∈ X \ M ,存在 f1 ∈ X ∗满足∥∥ f1
∥∥= 1并且

sup
y∈M

f1(y) ≤ f1(x)−ρ(x, M).

解答. 记 d = ρ(x, M) > 0,则 B(x,d)∩M =∅,由凸集分离定理,存在 f ∈ X ∗ 使得

f (y) ≤ f (x +d z), ∀y ∈ M ,‖z‖ < 1.

不妨设
∥∥ f

∥∥= 1(否则令 f1 = f
‖ f ‖ 依旧满足上式). 则 ∀ε> 0,存在 ‖z0‖ < 1使得

1−ε≤ f (z0) ≤ 1,

从而

sup
y∈M

f (y) ≤ f (x −d z0) = f (x)−d f (z0) ≤ f (x)−d(1−ε).

由 ε任意性, sup
y∈M

f (y) ≤ f (x)−d .
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� 题目2.4.14. 设 M 是实赋范空间 X 内的闭凸集,求证:

inf
z∈M

‖x − z‖ = sup
‖ f ‖=1

(
f (x)− sup

z∈M
f (z)

)
, ∀x ∈ X .

解答. 若记上式右侧为 α,则

α= sup
‖ f ‖=1

inf
z∈M

f (x − z) ≤ sup
‖ f ‖=1

inf
z∈M

∥∥ f
∥∥ · ‖x − z‖ = inf

z∈M
‖x − z‖.

另一方面,由上题,存在 f1 ∈ X ∗ 且
∥∥ f1

∥∥= 1使得

ρ(x, M) ≤ f1(x)− sup
z∈M

f1(z) ≤α,

因此 ρ(x, M) =α.

� 题目2.4.15. 设 X 是 Banach空间, f : X →R(≜R∪{∞})是连续的凸泛函,并且 f (x) 6≡∞.

若定义 f ∗ : X ∗ →R为

f ∗(x∗) = sup
x∈X

(< x∗, x >− f (x)
)
, ∀x∗ ∈ X ∗,

求证: f ∗(x∗) 6≡∞.

解答. 给定 x0 ∈ X 使得
∣∣ f (x0)

∣∣ < ∞. 由于 f 在 x0 处连续, 因此 ∂ f (x0) 非空, 存在

x∗
0 ∈ X ∗ 使得

f ∗(x∗
0 ) = sup

x∈X
(< x∗

0 , x >− f (x)) ≤< x∗
0 , x0 >− f (x0) <∞,

因此 f ∗(x∗
0 ) 6≡∞.

� 题目2.4.16. 设 X 是 Banach 空间, x(t ) : [a,b] → X 是连续的抽象函数. 又设 ∆ 表示

[a,b]的分割:
a = t0 < t1 < t2 < ·· · < tn = b,

‖∆‖≜ max
0≤i<n

(ti+1 − ti ).
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求证:在 X 中存在极限

lim
‖∆‖→0

n−1∑
i=0

x(ti )(ti+1 − ti ).

此极限称为抽象函数 x(t )在 [a,b]上的 Riemann积分.

解答. 称所有满足

x(t ) =αi , t ∈ (ti , ti+1),0 ≤ i < n

的函数为阶梯型函数,其中 a = t0 < t1 < ·· · < tn = b, α0, · · · ,αn−1 ∈ X ,所有阶梯型函数

组成的空间记为 Y0,其上定义线性泛函

F (x) =
n−1∑
i=0

αi (ti+1 − ti ).

注意到

b −a = ∥∥F (χ[a,b])
∥∥≤ sup

x∈Y0,‖x‖=1
‖F (x)‖ ≤

n−1∑
i=0

‖x‖(ti+1 − ti ) = b −a,

因此 ‖F‖Y0 = b −a.由 Hahn-Banach定理,存在 Y (Y0 的完备化空间)上的连续线性泛

函,仍记为 F,满足 ‖F‖ = b −a.由于任意连续函数 x 均是阶梯型函数一致收敛的极

限,故 C ([a,b], X ) ⊂ Y .并且由 F 的连续性,

F (x) = lim
‖∆‖→0

F

(
n−1∑
i=0

x(ti )χ(ti ,ti+1)

)
= lim

‖∆‖→0
x(ti )(ti+1 − ti ),

故右侧极限存在.

� 题目2.4.17. 设 X 是 Banach 空间, G 是 C 中的简单闭曲线 L 围成的开区域. 如果

x(z) : G → X 在 G 内解析,且在 G 上连续.求证: (推广的 Cauchy定理)

∫
L

x(z)dz = 0.

解答. 任取 f ∈ X ∗,有

lim
h→0

f (x(z +h))− f (x(z))− f (x ′(z))h

h
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= f

(
lim
h→0

x(z +h)−x(z)−x ′(z)h

h

)
= 0, ∀z ∈G ,

故 f (x(z))也在 G 内解析. 由 Cauchy定理,

f

(∫
L

x(z)dz

)
=

∫
L

f (x(z))dz = 0, ∀ f ∈ X ∗,

因此
∫

L x(z)dz = 0.

� 题目2.4.18. 求证: (1) |x|在 R中是凸的; (2) ∂|x|(0) = [−1,1].

解答. (1)
∣∣αx + (1−α)y

∣∣≤α|x|+ (1−α)
∣∣y

∣∣, ∀x, y ∈R,α ∈ [0,1].

(2) ∂|x|(0) = {t ∈R : t x ≤ |x|,∀x ∈R} = [−1,1].

B.2.5 共轭空间,弱收敛,自反空间

� 题目2.5.1. 求证: (l p )∗ = l q
(
1 ≤ p <∞, 1

p + 1
q = 1

)
.

解答. 令

T :l q → (l p )∗, {αn} 7→ f

(
f ({xn}) =

∞∑
n=1

αn xn

)
,

由习题 2.3.8和习题 2.3.9, T 是良定义的并且保持范数. 还需证明 T 是满射.设 f ∈ l q ,

令 {αn} = { f (en)}, 其中 en 是第 n 分量为 1 其余为 0 的点. ∀{xn} ∈ l p ,
∞∑

n=1
αn xn =

f ({xn})收敛,因此再由习题 2.3.8和习题 2.3.9, {αn} ∈ l q 且 T {αn} = f , T 是满射.

� 题目2.5.2. 设 C 是收敛数列全体,其上范数为 ‖·‖∞,求证: C∗ = l 1.

解答. 令

T : l 1 →C∗,α= {αn} → f

(
f ({xn}) =

∞∑
n=1

αn xn

)
.

首先证明 T 是良定义的,并且
∥∥ f

∥∥= ‖α‖1.注意到

∣∣ f (x)
∣∣= ∣∣∣∣ ∞∑

n=1
αn xn

∣∣∣∣≤ ‖x‖∞
∞∑

n=1
|αn | = ‖α‖1 · ‖x‖∞, ∀x = {xn} ∈C ,
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因此
∥∥ f

∥∥≤ ‖α‖1.记

x(m) ∈C0 ⊂C : x(m)
n =


sign(αn), n ≤ m,

0, n > m.

则

f (x(m)) =
m∑

n=1
|αn |→ ‖α‖1, m →∞,

因此
∥∥ f

∥∥= ‖α‖1.

再证明 T 是满射. 对 f ∈C∗,令 α= {αn} = { f (e(n))}.下面证明 α ∈ l 1.

∣∣ f (x(m))
∣∣= ∣∣∣∣ ∞∑

n=1
x(m)

n f (e(n))

∣∣∣∣= m∑
n=1

∣∣ f (e(n))
∣∣= m∑

n=1
|αn | ≤

∥∥ f
∥∥ ·∥∥x(m)

∥∥= ∥∥ f
∥∥,

故 α ∈ l 1,再根据 Tα= f 知 T 是满射.

� 题目2.5.3. 设 C0 是收敛于 0的数列全体,其上范数为 ‖·‖∞,求证: C∗
0 = l 1.

解答. 与上题证明过程相同.

� 题目2.5.4. 求证: 有限维赋范空间是自反的.

解答. 设 X 的一组基为 x1, · · · , xn . 由习题 2.4.7, 存在 f1, · · · , fn ∈ X ∗ 使得 fi (x j ) =
δi j (1 ≤ i , j ≤ n).任取 f ∈ X ∗, x =

n∑
k=1

αk xk ,有

f (x) = f

(
n∑

k=1
αk xk

)
=

n∑
k=1

αk f (xk ) =
n∑

k=1
〈 f , xk〉 fk (x),

并且由于 fk (1 ≤ k ≤ n)线性无关,这种表示是唯一的,因此 f1, · · · , fn 是 X ∗的一组基,

dimX ∗ = n = dimX .

同理可得 dimX ∗∗ = dimX ∗,从而 dimX ∗∗ = dimX ,再由 X ⊂ X ∗∗ 知 X = X ∗∗.

� 题目2.5.5. 求证: Banach空间 X 自反当且仅当 X ∗ 自反.

解答. 必要性: 若 X 自反,则自然映射 τ是从 X 到 X ∗∗的等距同构. ∀x∗∗∗ ∈ X ∗∗∗,对
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∀x∗∗ = τx ∈ X ∗∗,有

〈x∗∗∗, x∗∗〉 =〈x∗∗∗,τx〉 = 〈τ∗x∗∗∗, x〉
=〈τx,τ∗x∗∗∗〉 = 〈x∗∗,τ∗x∗∗∗〉,

因此 X ∗ 是自反的.

充分性: 若 X ∗ 自反, 则由必要性条件知 X ∗∗ 自反. 记 τ 是 X 到 X ∗∗ 的自然

同构, 则由 X 是 Banach 空间可得 τ(X ) 在 X ∗∗ 中闭. 根据 Pettis 定理, 自反空间的

闭子空间也自反, 因此 τX 自反. 记 ϕ 是从 τX 到 (τX )∗∗ 的自然同构 (因为 τX 自

反). 不难看出 x∗ 7→ y∗, 〈y∗,τx〉 := 〈x∗, x〉(x ∈ X ) 是 X ∗ 到 (τX )∗ 的等距同构, 从而

ψ : x∗∗ 7→ y∗∗,〈y∗∗, y∗〉 := 〈x∗∗, x∗〉(x∗ ∈ X ∗)是从 X ∗∗ 到 (τX )∗∗ 的等距同构.故

〈x∗∗, x∗〉 = 〈y∗∗, y∗〉 = 〈y∗,ϕ−1 y∗∗〉
= 〈x∗,τ−1ϕ−1 y∗∗〉 = 〈x∗,τ−1ϕ−1ψx∗∗〉,

因此 X 也自反.

� 题目2.5.6. 设 X 是赋范空间, τ是 X 到 X ∗∗ 的自然映射,求证: R(τ)是闭的当且仅当

X 完备.

解答. 必要性: 设 {xn}是 X 中的 Cauchy列,则 {τxn}是 X ∗∗ 中的 Cauchy列. 由 X ∗∗

的完备性以及 R(τ)是闭集, τxn → τx ∈ R(τ),从而 xn → x, X 完备.

充分性: 设 τxn → x∗∗ ∈ X ∗∗, 则 {τxn} 是 X ∗∗ 中的 Cauchy 列, {xn} 是 X 中的

Cauchy列. 根据 X 的完备性, xn → x ∈ X ,也即 τxn → τx = x∗∗ ∈ R(τ),因此 R(τ)是闭

的.

� 题目2.5.7. 在 l 1 中定义算子

T : (x1, x2, · · · ) 7→ (0, x1, x2, · · · ),

求证: T ∈ L(l 1)并求 T ∗.
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解答. 由

‖T x‖ = ‖x‖, ∀x ∈ l 1

可知 T ∈ L(l 1)并且 ‖T ‖ = 1.注意到

〈T ∗ f , x〉 = 〈 f ,T x〉 =
∞∑

n=1
fn(T x)n =

∞∑
n=1

fn+1xn , ∀ f ∈ l∞ = (l 1)∗, x ∈ l 1,

故

T ∗ : l∞ → l∞, ( f1, f2, · · · ) 7→ ( f2, f3, · · · ),

也即 T ∗ 是 l∞ 上的左推移算子.

� 题目2.5.8. 在 l 2 中定义算子

T : {xn}∞1 7→
{xn

n

}∞
1

,

求证: T ∈ L(l 2)并求 T ∗.

解答. 由

‖T x‖2 =
∞∑

n=1

|xn |2
n2

≤
( ∞∑

n=1

1

n2

)( ∞∑
n=1

|xn |2
)
= ζ(2)‖x‖, ∀x ∈ l 2

可知 T ∈ L(l 2)并且 ‖T ‖ = ζ(2).注意到

(T ∗x, y) = (x,T y) =
∞∑

n=1

xn yn

n
= (T x, y), ∀x, y ∈ l 2

可得 T ∗ = T.

� 题目2.5.9. 设 H 是 Hilbert空间, A ∈ L(H)并满足

(Ax, y) = (x, Ay), ∀x, y ∈ H ,

求证: (1) A∗ = A; (2) R(A) = H =⇒ A是单射.

解答. (1)由 Rieze表示定理, H ∼= H∗,再由

(A∗x, y) = (x, Ay) = (Ax, y), ∀x, y ∈ H
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可得 A∗ = A.

(2)若 Ax = Ay,则

0 = (Ax − Ay, z) = (x − y, Az), ∀z ∈ H .

由 R(A) = H 知,存在 Azn → x − y,故

0 = (x − y, Azn) → (x − y, x − y) = 0 =⇒ x = y.

因此 A是单射.

� 题目2.5.10. 设 X ,Y 是赋范空间, A ∈ L(X ,Y ), A−1 存在且 A−1 ∈ L(Y , X ),求证:

(1) (A∗)−1 存在且 (A∗)−1 ∈ L(X ∗,Y ∗);

(2) (A∗)−1 = (A−1)∗.

解答. (1)设 A∗ f = A∗g ,则

0 = 〈A∗ f − A∗g , A−1 y〉 = 〈 f − g , A A−1 y〉 = 〈 f − g , y〉(∀y ∈ Y ) =⇒ f = g .

因此 A∗ 是单射. 任取 x∗ ∈ X ∗,取 y∗ = (A−1)∗x∗,则

〈A∗y∗, x〉 = 〈y∗, Ax〉 = 〈x∗, A−1 Ax〉 = 〈x∗, x〉, ∀x ∈ X ,

故 A∗y = x, A∗ 是满射. 再根据 Banach逆算子定理, (A∗)−1 ∈ L(X ∗,Y ∗).

(2)由 (1)证明 A∗ 是满射的过程不难看出.

� 题目2.5.11. 设 X ,Y , Z 是赋范空间, B ∈ L(X ,Y ), A ∈ L(Y , Z ),求证: (AB)∗ = B∗A∗.

解答.

〈(AB)∗z∗, x〉 = 〈z∗, AB x〉 = 〈A∗z∗,B x〉 = 〈B∗A∗z∗, x〉, ∀z∗ ∈ Z∗, x ∈ X ,

故 (AB)∗ = B∗A∗.

� 题目2.5.12. 设 X ,Y 是 Banach 空间, T 是从 X 到 Y 的线性算子, 并且 ∀g ∈ Y ∗,
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g (T x) ∈ X ∗,求证: T ∈ L(X ,Y ).

解答. 定义 T ∗ : Y ∗ → X ∗, g 7→ g (T x),则

sup
x∗∗∈R(τ)
‖x∗∗‖=1

∥∥(x∗∗ ◦T ∗)g
∥∥= sup

x∈X
‖x‖=1

∥∥(T ∗g )(x)
∥∥<∞, ∀g ∈ Y ∗,

由共鸣定理,

sup
x∗∗∈R(τ)
‖x∗∗‖=1

sup
g∈Y ∗

‖g‖=1

∥∥(x∗∗ ◦T ∗)(g )
∥∥= sup

‖g‖=1
g∈Y ∗

∥∥T ∗g
∥∥= ∥∥T ∗∥∥<∞,

故 T ∗ ∈ L(Y ∗, X ∗),从而 ‖T ‖ = ‖T ∗‖ <∞, T ∈ L(X ,Y ).

� 题目2.5.13. 设 xn , x ∈C [a,b]且 xn * x,求证

xn(t ) → x(t ), ∀t ∈ [a,b].

解答. ∀t ∈ [a,b],取 ft (y) = y(t )(∀y ∈C [a,b],则

∣∣ ft (y)
∣∣= ∣∣y(t )

∣∣≤ ∥∥y
∥∥, ∀y ∈C [a,b],

故 ft ∈ (C [a,b])∗,从而

ft (xn) = xn(t ) → ft (x) = x(t ), ∀t ∈ [a,b].

� 题目2.5.14. 设在赋范空间 X 中 xn * x0,求证:

liminf
n→∞ ‖xn‖ ≥ ‖x0‖.

解答. 由 Hahn-Banach定理,存在 f ∈ X ∗ 使得 f (x0) = ‖x0‖且
∥∥ f

∥∥= 1,故

‖x0‖ = f (x0) = lim
n→∞ f (xn) ≤ liminf

n→∞ ‖xn‖.
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� 题目2.5.15. 设 H 是 Hilbert空间, {en}是 H 的正交规范基,求证: xn * x0 的充要条件

是

(1) ‖xn‖有界;
(2) (xn ,ek ) → (x0,ek ), ∀k ≥ 1.

解答. 必要性: 由 Banach-Steinhaus定理易得.

充分性: 由 Riesz表示定理,只需证明 (xn , x) → (x0, x)(∀x ∈ H).记 M 是 ‖xn‖的
一个上界.∀ε> 0,存在 N 使得

√ ∞∑
k=N+1

|(x,ek )|2 =
∥∥∥∥∥ ∞∑

k=N+1
(x,ek )ek

∥∥∥∥∥< ε

M +‖x0‖
.

从而

|(xn −x0, x)| ≤
∣∣∣∣∣
(

xn −x0,
N∑

k=1
(x,ek )ek

)∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
(

xn −x0,
∞∑

k=N+1
(x,ek )ek

)∣∣∣∣∣
≤

N∑
k=1

|(x,ek )| · |(xn −x0,ek )|+ (M +‖x0‖) · ε

M +‖x0‖

≤
N∑

k=1

|(x,ek )| · |(xn −x0,ek )|+ε,

在上式中令 n →∞,再由 ε的任意性可知, (xn −x0, x) → 0.

� 题目2.5.16. 设 Sn 是 Lp (Rn)到自身的算子 (1 ≤ p <∞) :

(Snu)(x) =


u(x), |x| ≤ n,

0, |x| > n,

求证: Sn → I 但 Sn 6â I .

解答. 任取 u ∈ Lp (Rn),

‖(I −Sn)u‖p =
∫
|x|>n

|u(x)|p dx → 0,
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因此 Sn → I .但

‖I −Sn‖ = sup
‖u‖=1

(∫
|x|>n

|u(x)|p dx

) 1
p ≤ 1,

对 v =χn<|x|<2n ,取 u = v
‖v‖ 带入上式,得 ‖I −Sn‖ = 1,故 Sn 6â I .

� 题目2.5.17. 设 H 是 Hilbert空间, xn * x0, yn → y0,求证: (xn , yn) → (x0, y0).

解答. 设 M 是 ‖xn‖的上界,则

∣∣(xn , yn)− (x0, y0)
∣∣≤∣∣(xn , yn − y0)

∣∣+ ∣∣(xn −x0, y0)
∣∣

≤M
∥∥yn − y0

∥∥+ ∣∣(xn −x0, y0)
∣∣,

令 n →∞即可.
� 题目2.5.18. 设 {en}是 Hilbert空间 H 中的正交规范集,求证: en * 0但 en 6→ 0.

解答. 由 Bessel 不等式, (en , x) → 0(∀x ∈ H), 再由 Riesz 表示定理, en * 0. 但 ‖en‖ =
1(∀n),故 en 6→ 0.

� 题目2.5.19. 设 H 是 Hilbert空间,求证 xn → x 的充要条件是

(1) ‖xn‖→‖x‖;
(2) xn * x.

解答. 必要性显然,只需证明充分性. 注意到

(xn −x, xn −x) = (xn , xn)−2Re(xn −x, x)− (x, x),

令 n →∞即可.
� 题目2.5.20. 求证:在自反的 Banach空间中,集合的弱列紧性和有界性等价.

解答. 由 Eberlein-Smulian定理,自反空间中的有界集是弱列紧的,还需证明弱列紧集

有界. 设 A 是自反 Banach空间 X 中的弱列紧集. 反设 A 无界,则存在 {xn} ⊂ A 并且

‖xn‖ ≥ n(∀n ≥ 1).由于 A 是弱列紧的, {xn}有弱收敛子列 {xnk },从而该子列有界,矛

盾.

� 题目2.5.21. 求证: 赋范空间中的闭凸集是弱闭的, 即若 M 是闭凸集, {xn} ⊂ M 且

xn * x0,则 x0 ∈ M .
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解答. 若 xn * x0,由 Mazur定理,存在 {xn}的凸组合序列 {yn}强收敛与 x0,而由 M

是闭集, {yn} ⊂ M ,因此由 M 是闭集, x0 ∈ M .

� 题目2.5.22. 设 X 是自反的 Banach空间, M 是 X 中的有界闭凸集, f ∈ X ∗,求证: f 在

M 上达到最大值和最小值.

解答. 设 ‖x‖ ≤ K (∀x ∈ M),则由

∣∣ f (x)
∣∣≤ ∥∥ f

∥∥ · ‖x‖ ≤ K
∥∥ f

∥∥, ∀x ∈ M

知 f 在 M 上的上确界和下确界均是有限值. 设 xn ∈ M 使得 f (xn) → α = sup
x∈M

f (x),

由题目 2.5.20, {xn}有弱收敛子列 {xnk },记弱极限为 x,显然 f (x) =α.根据题目 2.5.21,

x ∈ M ,因此 f 在 M 上能达到最大值,同理也能达到最小值.

� 题目2.5.23. 设 X 是自反的 Banach空间, M 是 X 中的非空闭凸集,求证:存在 x0 ∈ M

使得 ‖x0‖ = inf
x∈M

‖x‖.

解答. 记 d = inf
x∈M

‖x‖,任取 y ∈ M ,有
∥∥y

∥∥ ≥ d .令 N = M ∩B(0,
∥∥y

∥∥),则 N 是有界闭

凸集,并且 inf
x∈N

‖x‖ = d .取 xn ∈ N 使得 ‖xn‖→ d ,则由题目 2.5.20, {xn}有弱收敛子列

{xnk },弱极限为 x0.取 f ∈ X ∗ 使得
∥∥ f

∥∥= 1且 f (x0) = ‖x0‖,则

‖x0‖ = f (x0) = lim
k→∞

f (xnk ) ≤ lim
k→∞

∥∥xnk

∥∥= d .

由题目 2.5.21, x0 ∈ N ⊂ M ,因此还有 ‖x0‖ ≥ d ,故 ‖x0‖ = d .

B.2.6 线性算子的谱

� 题目2.6.1. 设 X 是 Banach空间,求证: 可逆有界线性算子全体在 L(X )是开集.

证明. 设 A ∈ L(X )可逆. 则

B = A(I − A−1(A−B)),

当 ‖B − A‖ < ∥∥A−1
∥∥−1 时, B 也可逆.

� 题目2.6.2. 设 A是闭线性算子, λ1, · · · ,λn ∈σp (A)两两互异, xi 是对应于 λi 的特征元.

求证: x1, · · · , xn 线性无关.



B.2 线性算子与线性泛函 · 315 ·

解答. 若
n∑

k=1
αk xk = 0,则分别左乘 I , A, A2, · · · , An−1 可得

n∑
i=1

λ
j
i (αi xi ) = 0, j = 0,1, · · · ,n −1.

上述线性方程组的系数行列式为

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λn

... ... . . . ...

λn−1
1 λn−1

2 · · · λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由于 λ1, · · · ,λn 互异,上述行列式非零, 故 αi xi = 0(i = 1,2, · · · ,n) =⇒ α1 = ·· · = αn =
0 =⇒ x1, · · · , xn 线性无关.

� 题目2.6.3. 在双边 l 2(Z)空间 (从 −∞到∞)上,考察右推移算子

A : x 7→ Ax, (Ax)n = xn−1(∀n ∈Z).

求证: σc (A) =σ(A) =单位圆周.
解答. 显然 ‖A‖ = 1,故当 |λ| > 1时 λ ∈ ρ(A).并且

∥∥A−1
∥∥= 1, 0 < |λ| < 1时 1

λ
∈ ρ(A−1),

从而由 λI − A =−λ(λ−1I − A−1)A知此时 λ ∈ ρ(A).

当 |λ| = 1时,若 x 6= 0但 Ax =λx,设 xm 6= 0,则

xn−1 =λxn(∀n ∈Z) =⇒ xm−n =λn xm(∀n ∈Z) =⇒ ‖x‖ =∞,

矛盾. 因此 λ 不是特征值. 由于 l 2(Z) 是 Hilbert 空间, 要证明 R(λI − A) = l 2 只需证

R(λI − A)⊥ = {0}.为此,只需注意到

x ∈ R(λI − A)⊥ ⇐⇒ (x, (λI − A)y) = 0(∀y ∈ l 2(Z))

⇐⇒
∞∑

n=−∞
xn(λyn − yn−1) = 0(∀y ∈ l 2(Z))
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⇐⇒
∞∑

n=−∞
(λxn −xn+1)yn = 0(∀y ∈ l 2(Z))

⇐⇒ ((λI − A−1)x, y) = 0(∀y ∈ l 2(Z))

⇐⇒ (λI − A−1)x =−λ−1
A−1(λI − A)x = 0

⇐⇒ (λI − A)x = 0 ⇐⇒ x = 0.

� 题目2.6.4. 在 l 2 上考察左推移算子

A : (x1, x2, · · · ) 7→ (x2, x3, · · · ).

求证: σp (A) = {λ ∈C : |λ| < 1},σc (A) = {λ ∈C : |λ| = 1},并且

σ(A) =σp (A)∪σc (A).

解答. 显然 ‖A‖ = 1,故当 |λ| > 1时 λ ∈ ρ(A).

当 |λ| < 1时, xλ = (1,λ,λ2, · · · )是关于 λ的特征值,因此 λ ∈σp (A).

当 |λ| = 1时,若 Ax =λx,则

xn+1 =λxn(∀n ≥ 1) =⇒ xn =λn−1x1(∀n ≥ 1) =⇒
∞∑

n=1
|x1| <∞ =⇒ x = 0.

因此 λ不是特征值. 此外,

x ∈ R(λI − A)⊥ ⇐⇒ (x, (λI − A)y) = 0(∀y ∈ l 2)

⇐⇒
∞∑

n=1
xn(λyn − yn+1) = 0(∀y ∈ l 2)

⇐⇒
∞∑

n=1
(λxn −xn−1)yn = 0(其中x0 = 0,∀yn ∈ l 2),

在上式中令 yn = λxn − xn−1(∀n ≥ 1), 则 λxn = xn−1(∀n ≥ 1), 从而 xn = λ
1−n

x1, 由

‖x‖2 =
∞∑

n=1
|x1|知 x = 0,从而 R(λI − A)⊥ = {0}, R(λI − A) = l 2, λ ∈σc (A).
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B.3 紧算子与 Fredholm算子

B.3.1 紧算子的定义和基本性质

� 题目3.1.1. 设 X 是无穷维 Banach空间,求证: 若 A ∈C(X ),则 A没有有界逆.

解答. 反设 A 存在有界逆,则由 A(B1)是列紧的, B1 = A−1 A(B1)也是列紧的,但无穷

维空间中的单位球不可能列紧,矛盾.

� 题目3.1.2. 设 X 是 Banach空间, A ∈ L(X )满足

‖Ax‖ ≥α‖x‖, ∀x ∈ X ,

其中 α是正常数. 求证: A ∈C(X )的充要条件是 X 是有限维的.

解答. 充分性显然, 只证必要性. 若 A ∈ C(X ), 则任取 {xn} ⊂ B1, {Axn} 有收敛子列

{Axnk },故 ∥∥xnk −xns

∥∥≤ 1

α

∥∥Axnk − Axns

∥∥, ∀k, s ≥ 1,

因此 {xnk }是基本列,从而收敛. 故 B1 是列紧的, X 是有限维空间.

� 题目3.1.3. 设 X ,Y 是 Banach 空间, A ∈ L(X ,Y ),K ∈ C(X ,Y ) 满足 R(A) ⊂ R(K ). 求证:

A ∈C(X ,Y ).

解答. 令

K̃ : X /N (K ) → R(K ), x +N (K ) 7→ K (x),

由于 B1 + N (K ) 是 X /N (K ) 中的单位球, 因此由 K̃ (B1 + N (K )) = K (B1) 列紧知 K̃ ∈
C(X /N (K ),Y ).由 K̃ 是单射及 R(A) ⊂ R(K ),可以定义线性算子

T = K̃ −1 A : X → X /N (K ).

因为 K̃ 是单射且是闭算子,故 K̃ −1 是闭算子,从而 T 也是闭算子,而 X 完备,因此由

闭图像定理, T 是连续线性算子,故 A = K̃ T 是紧算子.
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� 题目3.1.4. 设 H 是 Hilbert空间, A ∈C(H), xn * x0, yn * y0.求证:

(xn , Ayn) → (x0, Ay0).

解答. 由于紧算子都是全连续的,故 Ayn → Ay0,从而

∣∣(xn , Ayn)− (x0, Ay0)
∣∣≤ ∣∣(xn , Ayn − Ay0)

∣∣+ ∣∣(xn −x0, Ay0)
∣∣

≤ sup
n≥1

‖xn‖ ·
∥∥Ayn − Ay0

∥∥+ ∣∣(xn −x0, Ay0)
∣∣→ 0.

� 题目3.1.5. 设 X ,Y 是 Banach 空间, A ∈ L(X ,Y ). 若 R(A) 闭且是无穷维的, 求证: A 6∈
C(X ,Y ).

解答. 反设 A ∈C(X ,Y ),则

Ã : X /N (A) → R(A), x +N (A) → Ax

是从 X /N (A)到 R(A)的具有有界逆的紧算子. 记U 是 R(A)中的单位球,则 Ã−1U 在

X /N (A)中有界,从而U = Ã Ã−1U 列紧,与 R(A)是无穷维的矛盾.

� 题目3.1.6. 设 ωn ∈K,ωn → 0,求证:映射

T : {ξn} 7→ {ωnξn} (∀ξ= {ξn} ∈ l p )

是 l p 上的紧算子,其中 1 ≤ p <∞.

解答. 首先, 显然有 T ∈ L(l p ) 并且 ‖T ‖ ≤ sup
n≥1

|ωn |. 令 Fn : x 7→ (x1, · · · , xn ,0, · · · ). 由于

R(Fn) = n,故 Fn ∈C(l p ) =⇒ FnT ∈C(l p ).注意到

‖T −FnT ‖p = sup
‖x‖=1

‖T x −FnT x‖p =
∞∑

k=n+1

|ωk xk |p ≤ sup
k>n

|ωk |p · ‖x‖p = sup
k>n

|ωk |p → 0,

因此 FnT â T,由于 C(l p )在 L(l p )中闭, T ∈C(l p ).

� 题目3.1.7. 设 Ω 是 Rn 中的 Lebesgue 可测集, f 是 Ω 上的有界可测函数. 求证: F :

x(t ) 7→ f (t )x(t )是 L2(Ω)上的紧算子的充要条件为: f = 0 a.e.
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解答. 充分性显然,只证必要性. 设 F (xn) → y.令 x = f −1χ{ f 6=0},则 F (xn) → F (x) =⇒
F (x) = y,从而 R(F )是闭集. 由本节第五题,因此 R(F )是闭的,则由 F 是紧算子可知

R(F )是有限维的,因此必有 f = 0.

� 题目3.1.8. 设 Ω是 Rn 中的可测集, K ∈ L2(Ω×Ω),求证:

A : u(x) 7→
∫
Ω

K (x, y)u(y)dy (∀u ∈ L2(Ω))

是 L2(Ω)上的紧算子.

解答. 设 Kn 是 L2(Ω×Ω)上的依范数收敛于 K 的简单函数,并且每个取值集合均为

E ×F 的形式,其中 E ,F ⊂Ω.令

An : u(x) 7→
∫
Ω

Kn(x, y)u(y)dy,

由于 An 的值域是有限维的,每个 An 都是紧算子.此外,

‖A− An‖ ≤ ‖K −Kn‖L2(Ω×Ω) → 0.

因为紧算子在有界算子中闭,因此由 A也是紧算子.

� 题目3.1.9. 设H是Hilbert空间, A ∈C(H), {en}是H中的正交规范集,求证: lim
n→∞(Aen ,en) =

0.

解答. 由 Bessel不等式,

∞∑
n=1

|(x,en)|2 ≤ ‖x‖2 =⇒ (x,en) → 0, ∀x ∈ H .

因此 en * 0,从而 Aen → 0.而 en 是有界的,因此 (Aen ,en) → 0.

� 题目3.1.10. 设 X 是 Banach空间, A ∈ C(X ), X0 是 X 的闭子空间满足 A(X0) ⊂ X0.求

证:映射

T : [x] 7→ [Ax]

是商空间 X /X0 上的紧算子.
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解答. 显然 B1 + X0 是 X /X0 上的单位球.任取 ‖xn‖ ≤ 1,只需证明 {[Axn]}有收敛子

列. 取 {xn}的子列 {xnk }使得 Axnk → y ∈ X .则

∥∥[Axn]− [y]
∥∥≤ ∥∥Axn − y

∥∥→ 0,

因此 [Axnk ] → [y].

� 题目3.1.11. 设 X ,Y , Z 是 Banach空间, X ⊂ Y ⊂ Z .若 X → Y 的嵌入映射是紧的, Y → Z

的嵌入映射是连续的. 求证: ∀ε> 0,存在 c = c(ε) > 0使得

‖x‖Y ≤ ε‖x‖X + c‖x‖Z , ∀x ∈ X , ∀n ≥ 1.

解答. 反设存在 ε0 > 0和 {xn} ⊂ X 使得

‖xn‖Y > ε0‖xn‖X +n‖xn‖Z .

不妨设 ‖xn‖X = 1.由于从 X 到 Y 的嵌入映射是紧的,故存在子列 {xnk }和 y ∈ Y 使

得 ∥∥xnk − y
∥∥

Y → 0,

再由 Y 到 Z 的嵌入是连续的可得
∥∥xnk − y

∥∥
Z → 0. 由于紧映射是连续的, 故存在

M > 0使得

M ≥ ‖xn‖Y > ε0 +n‖xn‖Z =⇒ ‖xn‖Z ≤ M

n
→ 0.

故由极限的唯一性有 y = 0,但
∥∥y

∥∥= lim
k→∞

∥∥xnk

∥∥
Y ≥ ε0 > 0,矛盾.

B.3.2 Riesz-Fredholm理论

� 题目3.2.1. 设 X 是 Banach空间, M 是 X 的闭子空间并且 codimM = n.求证: 存在线

性无关的 {φk }n
1 ⊂ X ∗ 使得

M =
n⋂

k=1
N (φk ).



B.3 紧算子与 FREDHOLM 算子 · 321 ·

解答. 记 span{xk +M }n
1 = X /M ,则任取 x ∈ X ,存在 λ1, · · · ,λn ∈K使得

x +M =
n∑

k=1
λk xk +M =⇒ x −

n∑
k=1

λk xk ∈ M ,

再由 xk 6∈ M(1 ≤ k ≤ n)知

X = span{xk }n
1 ⊕M .

由 Hahn-Banach定理,存在 φ1, · · · ,φn ∈ X ∗ 使得

φi (x j ) = δi j 且 φi
∣∣

M = 0, i , j = 1, · · · ,n.

根据上式不难得出 φ1, · · · ,φn 线性无关. 从而

x =
n∑

k=1
λk xk + y ∈

n⋂
k=1

N (φk ) ⇐⇒ φk (x) = 0(1 ≤ k ≤ n)

⇐⇒λk = 0(1 ≤ k ≤ n) ⇐⇒ x = y ∈ M .

� 题目3.2.2. 设 X ,Y 是 Banach空间, T ∈ L(X ,Y )是满射. 定义

T̃ : X /N (T ) → Y , [x] 7→ T x.

求证: T̃ 是线性同胚映射.

解答. 任取 x ∈ X ,存在 y ∈ [x]使得 ‖[x]‖ ≥ 1
2

∥∥y
∥∥,从而

∥∥T̃ [x]
∥∥= ‖T x‖ ≤ ‖T x‖ = ∥∥T y

∥∥≤ ‖T ‖ ·∥∥y
∥∥≤ 2‖T ‖ ·‖[x]‖,

因此 T̃ ∈ L(X /N (T ) → Y ). 由于 T 是满射, 因此 T̃ 是双射, 由 Banach 逆算子定理,

T̃ −1 ∈ L(Y , X /N (T )).

� 题目3.2.3. 设 X 是 Banach空间, M , N1, N2 是 X 的闭子空间,如果

M ⊕N1 = X = M ⊕N2,
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求证: N1 和 N2 同胚.

解答. 令

Ti : X /M = (M ⊕Ni )/M → Ni ,m +ni +M 7→ ni ,

不难证明 Ti 是从 X /M 到 Ni 的同胚 (i = 1,2),因此 N1 和 N2 也同胚.

� 题目3.2.4. 设 A ∈C(X ),T = I − A,求证:

(1) ∀[x] ∈ X /N (T ),存在 x0 ∈ [x]使得 ‖x0‖ = ‖[x]‖.

(2) 若 y ∈ X 使得 T x = y 有解,则其中必有一个解达到范数最小.

解答. (1)只需证明存在 y ∈ N (T )使得
∥∥x − y

∥∥= ρ(x, N (T )).取 yn ∈ N (T )使得

ρ(x, N (T )) ≤ ∥∥x − yn
∥∥≤ ρ(x, N (T ))+ 1

n
.

由上式, {yn} 是有界列, 因此存在子列 {ynk } 使得 Aynk → y, 而由 ynk ∈ N (T ), ynk =
Aynk → y ∈ N (T ), y 显然满足条件.

(2)显然与 (1)等价.

� 题目3.2.5. 设 A ∈C(X ),T = I−A,求证: N (T k )是有限维的,并且R(T k )是闭的 (∀k ≥ 1).

解答. 由

I −T k = I − (I − A)k = I −
n∑

i=0

(
k

i

)
(−1)i Ai = A

(
n∑

i=1

(
k

i

)
(−1)i−1 Ai−1

)

知 I −T k ∈C(X ),再由 Riesz-Fredholm定理易得.

� 题目3.2.6. 设 M 是 Banach空间 X 的闭子空间. 称满足 P 2 = P 的由 X 到 M 上的一

个有界线性算子 P 为由 X 到 M 上的投影算子.求证:

(1) 若 M 是 X 的有限维子空间,则必存在从 X 到 M 上的投影算子.

(2) 若 P 是由 X 到 M 上的投影算子,则 I −P 是由 X 到 R(I −P )上的投影算子.

(3) 若 P 是由 X 到 M 上的投影算子,则 X = M ⊕N ,其中 N = R(I −P ).

解答. (1)取 P 为将 x 映为 x 在 M 上的最佳逼近元的映射即可.

(2)只需注意到 (I −P )2 = I −2P +P 2 = I −2P +P = I −P.

(3)一方面, x −P x = (I −P )x ∈ N =⇒ X = M +N .另一方面,若 (I −P )x ∈ M ,而
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P x ∈ M ,因此 x ∈ M ,故 x = P x, (I −P )x = 0,因此 X = M ⊕N .

B.3.3 紧算子的谱理论

(本节习题中的 X 均指 Banach空间)

� 题目3.3.1. 给定数列 {an},在 l 1 上定义算子 A如下:

A(x1, x2, · · · ) = (a1x1, a2x2, · · · ), ∀x = {xn} ∈ l 1.

求证:

(1) A ∈ L(l 1) ⇐⇒ sup
n≥1

|an | <∞.

(2) A−1 ∈ L(l 1) ⇐⇒ inf
n≥1

|an | > 0.

(3) A ∈C(l 1) ⇐⇒ lim
n→∞an = 0.

解答. (1)只需证明 ‖A‖ = sup
n≥1

|an | <∞.一方面,

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ = sup
‖x‖=1

∞∑
n=1

|an xn | ≤ sup
n≥1

|an |.

另一方面,若记 e(k) 是第 k 项为 1,其余为 0的数列,显然
∥∥e(k)

∥∥= 1,并且

sup
n≥1

|an | = sup
k≥1

∥∥∥Ae(k)
∥∥∥≤ ‖A‖.

(2)充要条件的两端都蕴含了 an 6= 0(∀n ≥ 1),此时由 A的定义不难看出 A−1{xn} =
{ xn

an
}.因此由 (1)可得 (2).

(3)必要性: 反设 an 6→ 0,也即存在 N的无穷子集 K 使得 |an | ≥ ε0 > 0(∀n ∈ K ).

若令 A1 = A
∣∣
K 是 l 1(K ) 上的线性算子, 则根据 inf

n∈K
|an | ≥ ε0 > 0 以及 (2) 可得 A−1

1 ∈
L(l 1(K )).但由习题 3.1.1知无穷维 Banach空间上的紧算子没有有界逆,矛盾.

充分性: 设 an → 0.定义

Ak x = (a1x1, · · · , ak xk ,0, · · · ), ∀x ∈ l 1.



· 324 · 附录 B 教材习题答案

不难验证 Ak 是有穷秩算子,并且

‖A− Ak‖ = sup
‖x‖=1

∞∑
n=k+1

|an xn | ≤ sup
n>k

|an |,

在上式中令 k →∞可得 ‖A− Ak‖ = 0,因此 A ∈C(l 1).

� 题目3.3.2. 在 C [0,1]中,考虑映射

T : x(t ) 7→
∫t

0
x(s)ds, ∀x(t ) ∈C [0,1].

(1) 求证: T 是紧算子.

(2) 求 σ(T )及 T 的一个非平凡的闭不变子空间.

解答. (1)记 B 为 C [0,1]中的单位球,则由

‖T x‖ ≤ ‖x‖ ≤ 1, ∀x ∈ B ,∣∣∣∣∫t1

0
x(s)ds −

∫t2

0
x(s)ds

∣∣∣∣≤ |t1 − t2|, ∀x ∈ B ,

知 T B 一致有界且等度连续,根据 Arzela-Ascoli定理, T B 在 C [0,1]中列紧, T 是紧算

子.

(2)注意到

∥∥T n
∥∥= sup

‖x‖=1

∥∥∥∥∥∥
∫

· · ·
∫

0≤t1≤···≤tn−1≤t≤1

x(s)dsdt1 · · ·dtn−1

∥∥∥∥∥∥≤ 1

n!
,

因此根据 Gelfand定理, rσ(T ) = lim
n→∞‖T n‖ 1

n = 0.再由无穷维 Banach空间上紧算子无

有界逆可得 σ(T ) = {0}.

{P (T )x : x ∈C [0,1]}是 T 的非平凡闭不变子空间,其中 P 是任意多项式.

� 题目3.3.3. 设 A ∈C(X ),求证: x− Ax = 0只有零解当且仅当 x− Ax = y 对 ∀y ∈ X 都有

解.

解答. 若记 T = I − A,此即证明 N (T ) = {0} ⇐⇒ R(T ) = X ,必要性书上已有证明,只需
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证充分性. 若 R(T ) = X ,由 Riesz-Fredholm定理,

N (T ∗) = R(T )⊥ = X ⊥ = {0} =⇒ dimN (T ) = dimN (T ∗) = 0,

因此 N (T ) = {0}.

� 题目3.3.4. 设 T ∈ L(X ),并存在 m ≥ 0使得

X = N (T m)⊕R(T m),

求证: p(T ) = q(T ) ≤ m.

解答. 首先证明 q = q(T ) ≤ m. ∀x ∈ X ,存在 y ∈ N (T m), z ∈ X 使得

x = y +T m z.

从而 T m x = T m y +T 2m z = T 2m z ∈ R(T m+1).因此 R(T m) = R(T m+1), q ≤ m.

下面证明 p = p(T ) ≤ q ≤ m.由 N (T m)∩R(T q ) = {0}知如果 T q x ∈ N (T m),也即

T m+q x = 0,则 T q x = 0,此即 N (T m+q ) ⊂ N (T q ),因此 N (T q ) = N (T q+1), p ≤ q.

最后证明 q ≤ p.因为 X = N (T p )⊕R(T q ),故 ∀x ∈ X ,存在 y ∈ N (T p ), z ∈ X 使得

x = y +T q z.

从而 T p x = T p y +T p+q z = T p+q z ∈ R(T p+1).故 R(T p ) = R(T p+1).

� 题目3.3.5. 设 A,B ∈ L(X )并且 AB = B A.求证:

(1) R(A)和 N (A)都是 B 的不变子空间.

(2) R(B n)和 N (B n)都是 B 的不变子空间 (∀n ∈N).

解答. (1)若 Ax ∈ R(A),则 B(Ax) = A(B x) ∈ R(A),从而 B(R(A)) ⊂ R(A).

若 x ∈ N (A),则 A(B x) = B(Ax) = 0 =⇒ B x ∈ N (A),从而 B(N (A)) ⊂ N (A).

(2)若 B n x ∈ R(B n),则 B(B n x) = B n(B x) ∈ R(B n).

若 x ∈ N (B n),则 B n x = 0 =⇒ B n(B x) = 0 =⇒ B x ∈ N (B n).

� 题目3.3.6. 设 A ∈ L(X ), M 是 A的有限维闭不变子空间,求证:
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(1) A在 M 上的作用可以用一个矩阵来表示;

(2) M 中存在 A的特征元.

解答. (1)设 M = span{ek }n
1 .记

Aei =
n∑

j=1
ai j e j (i = 1, · · · ,n), A= (ai j ).

则 ∀x =
n∑

i=1
αi ei ,都有

Ax =
n∑

j=1
e j

(
n∑

i=1
ai jαi

)
=

[
α1 · · · αn

]


a11 · · · a1n

... . . . ...

an1 · · · ann




e1

...

en

=αTAe.

(2)设 λ ∈C是A的特征值,对应特征向量为 α.则沿用 (1)中的记号,有

A(αTe) =αTAe=λ(αTe).

� 题目3.3.7. 设 x0 ∈ X , f ∈ X ∗ 满足 f (x0) = 1.令 A = x0 ⊗ f ,T = I − A,求 T 的零链长 p.

解答. 由于 A 是紧算子,故 p(T ) = q(T ) <∞. 若 X =Kx0,则 R(T ) =Kx0 = X , p(T ) =
q(T ) = 0.若 Kx0 á X ,则 R(T 2) = R(T ) =Kx0 á X , p(T ) = q(T ) = 1.

B.3.4 Hilbert-Schmidt定理

(本节各题中, H 均指复 Hilbert空间)

� 题目3.4.1. 设 A ∈ L(H),求证 A+ A∗, A A∗, A∗A都是对称算子,并且

∥∥A A∗∥∥= ∥∥A∗A
∥∥= ‖A‖2.
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解答. 注意到 ∀x, y ∈ H ,

((A+ A∗)x, y) = (Ax, y)+ (A∗x, y) = (x, A∗y)+ (x, Ay) = (x, (A+ A∗)y),

(A A∗x, y) = (A∗x, A∗y) = (x, A A∗y),

(A∗Ax, y) = (Ax, Ay) = (x, A∗Ay),

并且
‖A A∗‖ = sup

‖x‖=1
|(A A∗x, x)| = sup

‖x‖=1
|(A∗x, A∗x)| = ‖A∗‖2 = ‖A‖2,

‖A∗A‖ = sup
‖x‖=1

|(A∗Ax, x)| = sup
‖x‖=1

|(Ax, Ax)| = ‖A‖2.

� 题目3.4.2. 设 A ∈ L(H),满足 (Ax, x) ≥ 0(∀x ∈ H),且

(Ax, x) = 0 ⇐⇒ x = 0,

求证:

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖(Ax, x), ∀x ∈ H .

解答. 不妨设 ‖A‖ = 1,‖x‖ = 1.由题目条件可知 (x, y)A = (Ax, y)(∀x, y ∈ H)构成一个

H 上的内积,因此由 Cauchy-Schwarz不等式,有

∣∣(Ax, y)
∣∣2 ≤ (Ax, x)(Ay, y), ∀x, y ∈ H .

在上式中取 y = Ax,则

‖Ax‖2 ≤ (Ax, x)(A2x, Ax) ≤ (Ax, x), ∀‖x‖ = 1.

� 题目3.4.3. 设 A是 H 上的有界对称算子,令

m(A)≜ inf
‖x‖=1

(Ax, x), M(A)≜ sup
‖x‖=1

(Ax, x).

求证:
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(1) σ(A) ⊂ [m(A), M(A)],且 m(A), M(A) ∈σ(A).

进一步假设 A是 H 上的对称紧算子,求证:

(2) 若 m(A) 6= 0,则 m(A) ∈σp (A);

(3) 若 M(A) 6= 0,则 M(A) ∈σp (A).

解答. (1)不妨设 |M(A)| ≥ |m(A)|(否则令 A 7→ −A),则 σ(A) ⊂ (−∞,‖A‖] = (−∞, M(A)].

令 Ak = A −kI , 则当 k 充分大时, m(Ak ) = −‖Ak‖, 从而 σ(Ak ) ⊂ [m(Ak ),∞). 注意到

m(Ak ) = m(A)−k,因此 σ(A) =σ(Ak )+k ⊂ [m(Ak )+k,∞) = [m(A),∞).

(2)(3)不妨设 |M(A)| ≥ |m(A)|.此时由 A是对称紧算子知M(A) ∈σp (A).令 Ak =
A−kI ,当 k 充分大时,有 m(Ak ) =−‖Ak‖,从而 m(Ak ) ∈σp (Ak ),故

m(A) = m(Ak )+k ∈σp (Ak )+k =σ(A).

� 题目3.4.4. 设 A是对称紧算子,求证:

(1) 若 A非零,则 A至少有一个不等于零的特征值;

(2) 若 M 是 A的非零不变子空间,则 M 上必含有 A的特征元.

解答. (1) 若 A 非零, 则 m(A) 和 M(A) 至少有一个非零 (沿用上题记号), 由上题知,

m(A)和 M(A)中至少有一个是 A的非零特征值.

(2)由于 A1 = A
∣∣

M 仍是对称紧算子,因此由 (1), M 上必有 A的特征元.

� 题目3.4.5. 求证: 为了 P ∈ L(H)是一个正交投影算子,必须且仅须:

(1) P 是对称的,即 P = P∗;

(2) P 是幂等的,即 P 2 = P.

解答. 必要性显然,只证明充分性. 记 M = {x ∈ H : P x = x},则 M 是闭子空间. 注意到

∀x ∈ X , P x ∈ M 并且

(x −P x, y) = (x, y)− (P x, y) = (x, y)− (x,P y) = 0, ∀y ∈ M ,

因此 x −P x ⊥ M , P 是 M 对应的正交投影算子.
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� 题目3.4.6. 为了 P ∈ L(H)是一个正交投影算子,必须且仅须:

(P x, x) = ‖P x‖2, ∀x ∈ H .

解答. 必要性:

‖P x‖2 = (P x,P x) = (P 2x, x) = (P x, x), ∀x ∈ H .

充分性: 由上题, 只需证明 P 是对称且幂等的. 由于 (P x, x) = ‖P x‖2 ∈ R(∀x ∈
H),因此 P 是对称的. 由于 P 是对称的,因此 P −P 2 也是对称的,从而

∥∥P −P 2
∥∥= sup

‖x‖=1

∣∣((P −P 2)x, x)
∣∣= sup

‖x‖=1

∣∣(P x, x)−P (2x, x)
∣∣

= sup
‖x‖=1

∣∣(P x, x)−‖P x‖2
∣∣= 0,

从而 P 2 = P.

� 题目3.4.7. 设 A ∈ L(H),称其为正算子,是指

(Ax, x) ≥ 0, ∀x ∈ H .

求证:

(1) 正算子必是对称的;

(2) 正算子的一切特征值都是非负实数.

解答. (1)由 (Ax, x) ∈R(∀x ∈ H)可知.

(2)设 Ax =λx(x 6= 0),则

λ(x, x) = (λx, x) = (Ax, x) ≥ 0,

从而 λ≥ 0.

� 题目3.4.8. 求证: 为了 H 的闭线性子空间 L, M 满足 L ⊂ M ,必须且仅须 PM −PL 是正

算子.
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解答. 注意到若 P 是正交投影算子,则

‖x −P x‖2 = ‖x‖2 −2(P x, x)+‖P x‖2 = ‖x‖2 − (P x, x), ∀∈ H ,

故

L ⊂ M ⇐⇒ ρ(x,L) ≥ ρ(x, M) ⇐⇒ ‖x −PL x‖ ≥ ‖x −PM x‖
⇐⇒ (PM x, x) ≥ (PL x, x) ⇐⇒ PM −PL 是正算子.

� 题目3.4.9. 设 (ai j )(i , j = 1,2, · · · )满足
∞∑

i , j=1

∣∣ai j
∣∣2 <∞,在 l 2 空间上,定义映射

A : x = {x j } 7→ y = {y j }, 其中yi ≜
∞∑

j=1
ai j x j (i = 1,2, · · · ).

求证:

(1) A是 H 上的紧算子;

(2) 又若 ai j = a j i (i , j = 1,2, · · · ),则 A是对称算子.

解答. (1)定义

An x = (y1, · · · , yn ,0, · · · ), ∀x ∈ l 2.

显然 An 是有穷秩算子. 并且有

‖A− An‖2 = sup
‖x‖=1

∞∑
i=n+1

∣∣∣∣∣ ∞∑
j=1

ai j x j

∣∣∣∣∣
2

≤
∞∑

i=n+1

∞∑
j=1

∣∣ai j
∣∣2 → 0,

因此 A是紧算子.

(2)任取 x ∈ l 2,有

(Ax, x) =
∞∑

i=1
yi xi =

∞∑
i , j=1

ai j x j xi =
∞∑

i , j=1
a j i x j xi

=
∞∑

i , j=1
a j i xi x j =

∞∑
i , j=1

ai j x j xi = (Ax, x),
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故 (Ax, x) ∈R(∀x ∈ l 2), A是对称的.

� 题目3.4.10. 设 A 是 H 上的对称算子,并且存在一组由 A 的特征元组成的 H 的正交

规范基. 又设

(1) dimN (λI − A) <∞, ∀λ ∈σp (A) \ {0};

(2) ∀ε> 0,σp (A) \ [−ε,ε]只有有限个值.

求证: A是 H 上的紧算子.

解答. 由 (1)(2), A 至多有可数个特征值, 且至多以 0 为聚点, 除 0 以外按照重数记

为 {λn}N
1 .记 λn 对应的特征向量为 en (同一特征值的不同特征向量取为相互正交的),

N (A)的一组正交基为 {e0
j : j ∈ J }.令

Ak : x = ∑
j∈J

a j e0
j +

N∑
n=1

anen 7→
min{k,N }∑

n=1
anλnen ,

其中 N ∈N或 N =∞.若 N <∞,则 A是有穷秩算子,当然是紧算子. 若 N =∞,则

‖A− Ak‖2 = sup
‖x‖=1

∥∥∥∥∥ ∞∑
n=k+1

anλn

∥∥∥∥∥
2

≤ sup
∞∑

n=1
|an |2≤1

∞∑
n=k+1

|λn an |2 ≤ sup
n>k

|λn |,

在上式中令 k →∞,则由 lim
n→∞λn = 0知不等式最后一项趋于 0,从而 Ak â A, A 是紧

算子.

B.3.5 对椭圆型方程的应用

� 题目3.5.1. 设 ai ∈C 1(Ω)(1 ≤ i ≤ n),U ∈C (Ω),其中 Ω是 Rn 中边界光滑的有界开区域,

讨论下列边值问题: 
−∆u +

n∑
i=1

(ai u)xi +U u = f , x ∈Ω,

u
∣∣
∂Ω = 0.

解答. 该问题的弱解为 u ∈ H 1
0 (Ω)满足

∫
Ω

Du ·Dv −
n∑

i=1
ai uvxi +U uvdx =

∫
Ω

f vdx, ∀v ∈ H 1
0 (Ω).
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取充分大的 µ> 0,令

a(u, v) :=
∫
Ω

Du ·Dv −
n∑

i=1
ai uvxi + (U +µ)uvdx, u, v ∈ H 1

0 (Ω).

则不难看出 a(·, ·) 满足 Lax-Milgram 定理的条件, 故存在唯一的具有有界逆的 A ∈
L(H 1

0 (Ω))使得

a(u, v) = (Au, v), ∀u, v ∈ H 1
0 (Ω).

注意到 a(·, ·)实际上是 H 1
0 (Ω)上与一般内积等价的内积,记为

(u, v)µ := (Au, v)H 1
0 (Ω), ‖u‖µ := (

(u,u)µ
) 1

2 .

因此问题的解等价于 u ∈ H 1
0 (Ω)满足

(u, v)µ−µ

∫
Ω

uvdx =
∫
Ω

f vdx, ∀v ∈ H 1
0 (Ω).

注意到对给定的 u ∈ H 1
0 (Ω),

∫
Ω uvdx 是 H 1

0 (Ω) 上的有界线性泛函, 故存在唯一的

w ∈ H 1
0 (Ω)使得 ∫

Ω
uvdx = (w, v)µ, ∀v ∈ H 1

0 (Ω).

定义 Kµ : L2(Ω) → H 1
0 (Ω), w 7→ u.则

∫
Ω

uvdx = (Kµu, v)µ, ∀u, v ∈ H 1
0 (Ω).

故该问题的解还等价于 u ∈ H 1
0 (Ω)使得

(u, v)µ−µ(Kµu, v)µ = (Kµ f , v)µ), ∀v ∈ H 1
0 (Ω).

此即

(I −µKµ)u = Kµ f .

由于 Kµ ∈ L(L2(Ω), H 1
0 (Ω)),而 H 1

0 (Ω)到 L2(Ω)的单位映射是紧算子,故 Kµ ∈C(H 1
0 (Ω)).



B.3 紧算子与 FREDHOLM 算子 · 333 ·

此时 Kµ 还是对称的,因为

(Kµu, v)µ =
∫
Ω

uvdx = (u,Kµv)µ, ∀u, v ∈ H 1
0 (Ω).

从而 Kµ 是对称紧算子. 根据 Riesz-Fredholm定理,算子方程

(I −µKµ)u = Kµ f

有解 u ∈ H 1
0 (Ω)当且仅当 Kµ f ∈ R(I −µKµ).注意到

R(I −µKµ) = N ((I −µKµ)∗)⊥ = N (I −µKµ)⊥,

因此该问题有解当且仅当 Kµ f ∈ N (I −µKµ)⊥.

注意到

u ∈ N (I −µKµ) ⇐⇒ u =µKµu ⇐⇒ (u, v)µ =µ

∫
Ω

uvdx(∀v ∈ H 1
0 (Ω)).

上式右端等价于

∫
Ω

Du ·Dv −
n∑

i=1
ai uvxi +U uvdx = 0, ∀v ∈ H 1

0 (Ω),

因此 u ∈ N (I −µKµ)当且仅当 u 是问题中方程所对应齐次方程的解.

若 N (I −µKµ) = {0},则齐次方程只有零解,此时 N (I −µKµ)⊥ = H 1
0 (Ω),方程存在

唯一解.

若 N (I −µKµ) 6= {0},由于 Kµ 是紧算子, dimN (I −µKµ) <∞.记

span{φk }m
k=1 = N (I −µKµ).

则 Kµ f ∈ N (I −µKµ)⊥ 当且仅当

(Kλ f ,φk )µ = 0, k = 1, · · · ,m,
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再根据 Kµ 的定义,当且仅当
∫
Ω f φk dx = 0(1 ≤ k ≤ m).此时方程有解,解空间维数为

m.

综上, 该方程对应的齐次方程 (即 f = 0时的方程)的解空间是有限维的, 记其

维数为 m,解空间的基为 φ1, · · · ,φm .当 m = 0时,方程对 ∀ f ∈ L2(Ω)均存在唯一解;

当 m > 0时,方程有解当且仅当
∫
Ω f φk dx = 0(1 ≤ k ≤ m),并且此时解空间维数是 m.

� 题目3.5.2. 在上题中,讨论下列特征值问题:


−∆u +

n∑
i=1

(ai u)xi +U u =λu, x ∈Ω,

u
∣∣
∂Ω = 0.

解答. 记 µ= ‖U‖C (Ω),并令

(u, v)µ =
∫
Ω

Du ·Dv + (U +µ)uvdx, u, v ∈ H 1
0 (Ω).

与上题同样定义 Kµ,则本题的弱解问题等价于寻找非零的 u ∈ H 1
0 (Ω)使得

u = (λ+µ)Kµu.

故问题有解等价于 1
λ+µ ∈σp (Kµ).

下面求 Kµ 的特征值. 若 u 是对应于特征值 ν的特征元,则

ν(u,u)µ = (Kµu,u)µ =
∫
Ω

u2dx > 0,

从而 σp (Kµ) ⊂ (0,∞).注意到 Kµ是对称紧算子,根据 Hilbert-Schmidt定理, Kµ的特征

值是可数个趋于 0的正数.

由于该问题的特征值就是 Kµ 特征值的倒数, 该问题的特征值必存在, 并且是

可数个趋于无穷的正数.
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B.4 广义函数与 Sobolev空间

B.4.1 广义函数的概念

� 题目4.1.1. 设 1 ≤ p <∞,求证: C∞
0 (Ω)在 Lp (Ω)中稠密.

解答. 由于对任意 u ∈ Lp (Ω)以及 ε> 0,存在紧集 K ⊂Ω使得

‖u‖Lp (Ω\K ) <
ε

2
.

由定理4.1.3和定理4.1.5,存在 δ> 0使得 (uχK )δ ∈C∞
0 (Ω),并且

∥∥uχK − (uχK )δ
∥∥

Lp (Ω) <
ε

2
.

故 ∥∥u − (uχK )δ
∥∥

Lp (Ω) ≤ ‖u‖Lp (Ω\K ) +
∥∥uχK − (uχK )δ

∥∥
Lp (Ω) < ε.

� 题目4.1.2. 求证: δ函数不是局部可积函数.

解答. 反设 δ是局部可积函数,则存在 f ∈ L1
loc (Rn)使得

〈δ,φ〉 =φ(0) =
∫
Rn

f (x)φ(x)dx = 〈 f ,φ〉, ∀φ ∈D(Rn).

由上题可知,存在 φ ∈C∞
0 (B(0,2))使得 φm(0) = 1并且

∫
Rn

∣∣∣φm −χB(0, 1
m )

∣∣∣dx < 1
m .带入

上式,则

1 =
∫
Rn

f φmdx ≤
∫
Rn

∣∣ f
∣∣ · ∣∣∣φm −χB(0, 1

m )

∣∣∣+ ∣∣ f
∣∣ · ∣∣∣χB(0, 1

m )

∣∣∣dx

≤
∥∥ f

∥∥
L1(B(0,2)

m
+∥∥ f

∥∥
L1(B(0, 1

m )) → 0,

矛盾.

� 题目4.1.3. 设

f j (x) =
(
1+ x

j

) j

, j = 1,2, · · · , x ∈R,
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求证: f j (x) → ex (D ′(R)).

解答. 设 φ ∈D(R), suppφ⊂ [−R,R],则

∣∣〈 f j −ex ,φ〉∣∣≤ ∥∥φ∥∥
C [−R,R]

∫R

−R

∣∣ f j (x)−ex
∣∣dx,

由于 f j 在有界区间上一致收敛到 ex ,上式右端趋于 0.

� 题目4.1.4. 在 D ′(R)中,求证:

(1) 1
π · ε

x2+ε2 → δ(x),ε→ 0+;

(2) 1
2
p
πt

exp
(
− x2

4t

)
→ δ(x), t → 0+.

解答. (1)取 φ ∈D(R),并设 suppφ⊂ [−R,R],则

∣∣∣∣〈 1

π
· ε

x2 +ε2
−δ,φ

〉∣∣∣∣≤ ε

π

∫
R

∣∣φ(x)−φ(0)
∣∣

x2 +ε2
dx

≤ ε

π

∥∥φ′∥∥
L∞(R)

∫R

−R

|x|
x2 +ε2

dx =
∥∥φ′∥∥

L∞(R)

π
ε log

(
1+ R2

ε2

)
→ 0.

(2)沿用 (1)的假设,则

∣∣∣∣〈 1

2
p
πt

e− x2

4t −δ,φ

〉∣∣∣∣≤ 1

2
p
πt

∫R

−R

∣∣φ(x)−φ(0)
∣∣e− x2

4t dx

≤
∥∥φ′∥∥

L∞(R)

2
p
πt

∫R

−R
|x|e− x2

4t dx = 2
∥∥φ′∥∥

L∞(R)

√
t

π

(
1−e−R2

4t

)
→ 0.

� 题目4.1.5. 设 Ω ⊂ Rn 是一个开集, 又设 K 是 Ω 的一个紧子集, 求证: 存在一个函数

φ ∈C∞
0 (Ω)使得 0 ≤φ≤ 1且 φ在 K 的一个邻域内恒为 1.

解答. 取紧集 C 满足 K ⊂C ⊂Ω并且 d(∂K ,∂C ) > 0,则当 δ> 0充分小时, (χC )δ 满足

条件.

B.4.2 B0空间

� 题目4.2.1. 验证: 在例 4.2.6中, E (Ω)上的收敛性与紧集列 {Km}的特殊选择无关.

解答. 设还有一串满足条件的紧集 {Ck }.若关于 {Km}有 φ j → 0,任取 ε> 0,k ≥ 1,存
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在充分大的 m1 使得 Ck ⊂ Km1 .令 m0 = max{m1,k},则

max
x∈Ck

∣∣∂αφ j (x)
∣∣≤ max

x∈Km0

∣∣∂αφ j (x)
∣∣< ε, ∀|α| ≤ k, j > N (ε,m0).

因此关于 {Ck }也有 φ j → 0.该收敛与 {Km}的选取无关.

� 题目4.2.2. 设
∥∥φ∥∥′

m = sup
|k|,|α|≤m,x∈Rn

∣∣xk∂αφ(x)
∣∣,m ≥ 0. 求证: ‖·‖′m 是S (Rn)上的等价可

数范数.

解答. 容易验证线性空间 X 上 ‖·‖m 和 ‖·‖′m 等价当且仅当 ∀m,m′ ≥ 1, 存在常数

C > 0使得

‖x‖m ≤C‖x‖′m′ , ,‖x‖′m ≤C‖x‖m′ , ∀x ∈ X ,

上式对题中所给范数显然成立.
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